AMV-LOSUNGEN AUFGABEN 1-2

1.

(a)

Losungen der AmV-Aufgaben 2007/08

Es ist

f/(:E) = xq_l —a,
und da g > 1 nach Konstruktion, ist g—1 > 0, d. h. f’ hat eine eindeutige Nullstelle
bei 2o := a'/(4=1) . Da f"(z) = (¢—1)x7~2 > 0 fiir alle z € (0, 00), ist xo tatsichlich
ein Minimum von f. Es gilt

-1
a? a9/ )_aal/(q_l):a_p+a_p_ap:0'

f(xo) = —+
(o) 5 ;
Fiir jedes b > 0 gilt also mit (a)
Pooop P
Ozf(ﬂfo)éf(b):a——i———ab — abga—+_,
P q P q

Fiir a = 0 oder b = 0 ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt.

Aus |z|, = 1 folgt |z| < 1 fiir alle k € {1,...,n}, also |zgx|? < |zx|P, da ¢ > p.
Damit folgt Y ;_; |xk|? < >y |zx? = 1 und daraus |z|, < 1. Fiir einen beliebigen
Vektor x € R™\ {0} (Fiir den Nullvektor ist nichts zu zeigen.) folgt

] — < |af
Tlp— X
p|517|p a b

q

= |x|p-
P

|517|q =

= |517|p
q

|z |z

Die Holder-Ungleichung besagt fir 1/a+1/8 =1

n n 1/a n 1/8
Z||$k|p'1| < (ZH!EM‘”P) <Z|1|ﬁ> :
k=1 k=1 k=1

Ziehen der p-ten Wurzel ergibt

|z], < nl/pﬁ‘xlpa'

Nun wéhlen wir o = ¢/p > 1, woraus sich § =1/(1 —p/q) = ¢/(q — p) und damit
die Behauptung ergibt.

Wegen [z = 1 gilt |2;] <1 fiir alle ¢ € {1,...,n}, und es gibt (mindestens) einen
Index k € {1,...,n} mit |z;z| = 1. Dann ist

n l/p n l/p > 1
— |P — P -
on (o) (0 Zoer) (S

i=1, ik

Wegen n'/? — 1 fiir p — oo folgt mit dem Quetschlemma |z, — 1 fiir p — oo.
Fiir einen beliebigen Vektor x € R™\ {0} (Fiir den Nullvektor ist nichts zu zeigen.)
folgt wie in (a)

x
|00 =
|Z]oo

= []oo = |00 -

p

|x|p =

P "Oooo
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3. Seien grundsétzlich f,g € C(I) und 1 < p,g < ocomit 1/p+1/q=1.

(a) Sei zunéchst ||f|l, = |lg|l; = 1. Dann folgt mit der Youngschen Ungleichung aus
Aufgabe 1. (b)

b b b
[ sgwac< [l loo]acs [ <%\f<t>\p+§|g<t>\q) dt

1 1 11
=—fIb+=llglli==-+~-=1.
S+ lllg = 2+ -

Seien nun f, g beliebig mit || f||,, [|g|l; > 0. (Fiir f = 0 oder g = 0 ist nichts zu
zeigen.) Dann folgt

b b
[ saterae=1slal [ Jfﬁ) ﬁ;ﬁ) at < ol

(b) Mit h(t) := |f(t) + g(t)|P~! folgt mit der Holderschen Ungleichung

b b
I+ gllp = / F(6) + g(t)| dt = / F(8) + g(t)|(t) dt

b b
é/ \f(t)\h(t)dﬂr/ lg@®)[n(t) dt < (I flIplRllq + lgllp Rl

Weiterhin gilt
b b b
e = / ()| dt = / F(6) + (0] ? 0 at = / F(8) + g dt = |f + gl

woraus ||kl = ||f + g||£/q = |If 4+ g|l5" und schlieRlich
1F+gllb < 1 f I f + glls™ + llgllpll £+ gllp™

folgt. Division durch ||f + gHg_l # 0 liefert die Behauptung. (Fiir f + g = 0 ist
nichts zu zeigen.)

4. (a) Positivitiat, Definitheit und Symmetrie sind klar. Fiir die Dreiecksungleichung un-
terscheiden wir vier Félle:

i. x,y,z € R? paarweise linear abhingig:
dz,z) =lv -z =lv—y+y—zla < |z —yla+ [y — 22 = d(z,y) +d(y,2) .
ii. 2,y € R? linear abhingig, € R? zu diesen linear unabhingig:
d(z,2) = |zl2+|zl2 = [z —y+ylo+|z]2 = [z —ylo+|yl2+ 2]z = d(z,y) +d(y, 2) -
iii. 2,2 € R? linear abhingig, y € R? zu diesen linear unabhingig:
d(z,z) = |z =zl < |zl2 + |2]2 + |yl2 + |yl2 = d(z,y) + d(y, 2) .
iv. ,y,2 € R? paarweise linear unabhéingig:

d(z,2) = [z]2 + [2]2 < |zl2 + |yl2 + [yl2 + |2]2 = d(z,y) + d(y, 2).
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O.

(b)

(a)

Diagramme fiir B1((1,0)T), B2((1,0)T) und Bs((1,0)T):

T2 T2 T2

oy W
O

Seien x,y € By(a). Dann ist
d(z,y) < d(z,a) + d(a,y) < 2r.

Ubergang zum Supremum liefert diam(B,.(a)) < 2r.

Die Ungleichung ist strikt fiir d(x,y) = 1 fiir x # y, denn es ist diam(By(a)) = 0
und diam(B,(a)) = 1 fiir r > 0, falls | X| > 1. Die Ungleichung ist also strikt, falls
r # 0 und r # 1/2. (Der pathologische Fall | X| =1 tut es natiirlich auch immer.)

Fiir einen normierten Raum (X, || -||) ist

diam(B,(a)) = sup{||z — y|| | 2,y € B.(a)} = sup{|lx — y|| | #,y € B,(0)}
§ sup{ ||z + z| | z € By(0)} = 2sup{||z| | # € B,(0)} = 2r.

Zusammen mit ,,<“ ergibt sich Gleichheit.

Bei i. wurden ||z — y|| = ||(x —a) — (y — a)|| und = € B,.(a) < = —a € B,.(0)
benutzt.

Bei ii. wurde benutzt, dass mit z € B,(0) auch —x € B,(0) gilt und dass das
Supremum hochstens kleiner wird, wenn man die Menge verkleinert.

Wenn A beschrénkt ist, dann existiert ein R > 0 mit diam A < R. Damit gilt nach
(a) A C Bag(a) fir jedes a € A.

Es gelte nun A C B, (a) fir ein r > 0 und a € X. Wegen diam A < diam(B,(a)) <
2r nach (a) ist dann A beschrénkt.

Dass A offen ist, ist dquivalent dazu, dass es fiir jedes x € A ein e, > 0 gibt,
so dass U, (x) C A. Dies ist gleichbedeutend zu U, (z) N (X \ A) = 0, d.h. zu
dist(x, X \ A) > e,. Diese Aquivalenz beweist die Behauptung.

Zu A: ,C* Sei x € X mit dist(x, A) = ¢ > 0. Dann ist U-(x) C X \ A, und fiir
jede abgeschlossene Menge B C X mit A C B ist B = B\ U.(x) abgeschlossen
mit A C B’. Also folgt = ¢ A.

,D% Sei ¢ A. Dann gibt es eine abgeschlossene Menge B C X mit B C A und
x ¢ B. Dann ist aber X \ B offen und z € X \ B, d.h. es gibt ein ¢ > 0, so dass
U:(z) C X \ B. Also folgt dist(z, A) > e.

Zu OA: ,C“ Sei x € OA, d.h. x € A und = ¢ A°. Dann folgt nach der ersten
Aussage von (d) dist(z, A) = 0. Wiirde jedoch dist(z, X \ A) = & > 0 gelten, so
ware Uz (z) C A, also x € A°. Daher muss auch dist(z, X \ A) = 0 gelten.

»D% Seil nun z € X mit dist(z, A) = dist(x, X \ A) = 0. Dann folgt nach der ersten
Aussage von (d) x € A. Wiirde jedoch x € A° gelten, so gibe es ein € > 0 mit
Us(z) C A, also dist(z, X \ A) > e. Daher muss = ¢ A° und damit x € 0A gelten.
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6.

(a)

A ist nicht offen, denn fiir den Punkt a := (2,0)" € A gibt es kein ¢ > 0, so dass
Ue(a) C A, denn in U.(a) liegt z.B. (2,¢/2)T ¢ A.

A ist nicht abgeschlossen, denn fiir den Punkt a := (1,0)T € R?\ A gibt es kein
e >0, so dass U.(a) C R?\ A, denn in U.(a) liegt z.B. (1 +¢/2,0)T ¢ R2\ A.

Es ist A° = (), denn ) ist die einzige offene Menge, die in A liegt.

Es ist A = [1,3] x {0}, denn diese Menge ist abgeschlossen und gleichzeitig die
kleinste, die A enthalt.

Damit folgt 04 = A\ A° = [1,3] x {0}.

B ist offen, dann fiir den Punkt b := (z,y)" € B erfiillt U.(b) C B, falls man
e = min{l — |z|,1 — |y|,|z|}/2 fir x # 0 bzw. ¢ = min{l — |z|, 1 — |y|, |y|}/2 fir
x = 0 wahlt.

B ist nicht abgeschlossen, denn fiir den Punkt b := (1,0)T € R?\ B gibt es kein
£ >0, so dass U.(b) C R?\ B, denn in U.(b) liegt z.B. (1 —¢/2,0)T ¢ R?\ B.

Es ist B° = B, da B selbst offen ist.

Esist B = [~1,1]?, denn diese Menge ist abgeschlossen und gleichzeitig die kleinste,
die B enthélt.

Damit folgt OB = B\ B° = ([-1,1] x {-1,1}) U({-1,1} x [-1,1]) U ({0} x [0, 1]).
Bemerkung: Alle Ergebnisse bleiben unveréndert, wenn do, durch di oder da ersetzt wird. Das
liegt daran, dass di, d2 und do zueinander &quivalente Metriken sind, was durch die beiden
folgenden gleichwertigen Eigenschaften definiert ist: (a) Fiir alle p, ¢ € {1, 2, co} gibt es Konstanten
Cpq, Dpq > 0 mit Credp(z,y) < dg(z,y) < Dpedp(x,y) fir alle z,y € X. (b) Fiir alle p,q €
{1,2, 00} gilt dp(zn,a) — 0 <= dq(zn,a) — O fiir alle Folgen (zn)n C X und a € X.

Fiir a = (a1,0)T € A definieren wir ¢ = (1 — |a; — 2[)/2 mit 0 < & < 1/2. Dann
ist beztiglich der FEB-Metrik U.(a) = (a1 —€,a1 +¢€) x {0}, denn fiir jeden Punkt
b € R? mit by # 0 ist d(a,b) > 1. Nach Konstruktion von ¢ gilt aber U.(a) C A,
d.h. A ist offen.

Bemerkung: Offenbar sind doo und drgp keine dquivalenten Metriken, denn A ist offen beziiglich
drep, aber nicht beziiglich des. Auch die Grenzwerte sind verschieden: Fiir a, = (1, 1/n)T und
a= (1, O)T gilt offenbar dos(an,a) — 0 fiir n — oo, aber drep(an,a) — 2.

7. Fiir jedes n € N definiere f,, € C(I) durch

1—nx fir z<1/n,

fn(@) = {0 fir x > 1/n.

Fiir 1 < p < o0 ist dann

(1 — pa)p+t|z=t/n 1

n(p+1)

1 1/n
p: p g — p = — = —
Il = [ V@) az = [ =nopaa =T

d.h. || fall, = (n(p + 1))~Y/P. Ferner ist

1falloo = sup{| fu@)| [ o € 1} =1.

Bemerkung: Man beachte, dass tatséchlich || fr|lp — ||fnllco fiir p — oo.

Wiiren nun ||-|[, und |- ||, fir 1 < p < ¢ < oo dquivalent, so gébe es Konstanten Cp, > 0,
die nicht von n abhéngen, so dass

1fnlla < Cpall Fullp-
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8.

10.

Fiir ¢ < oo wachst jedoch der Quotient

[ fnllg _ (n(qg+1))~14 _ f/mnl/p—l/q
Il (Rp+1)"Yr  Yg+1

wegen 1/p > 1/q fiir n — oo iiber alle Schranken, d.h. es kann kein solches C)q geben.
Fiir ¢ = oo ergibt sich analog

[ fnllg _ L _ Yprin'l?

[fally ~ (n(p+1))~1/P

mit demselben Ergebnis, da 1/p > 0.

Also ist kein Paar (|| - ||, - |l) von Normen &quivalent.

(a)

(b)

(a)

(a)

Fiir alle z,y € X gilt

d(z,y) + dist(y, A) = d(x,y) inf{d Y, a | a€ A}
mf{d:ny +d(y,a) ‘aGA}>1nf{d:ﬂa ‘aEA}_dISt$A)

und damit dist(x, A) — dist(y, A) < d(z,y). Durch Vertauschen von z und y erhélt
man die Ungleichung dist(y, A) — dist(a, A) < d(z,y), d.h. es folgt

|dist(:17, A) — dist(y, A)‘ < d(z,y).

Fiir jeden normierten Raum (V, || -|) ist d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik. Wahle A =
{0} C V. Dann ist offensichtlich dist(x, A) = d(z,0) = ||z|| (und dist(y, A) = ||y]|),
und mit (a) folgt

[zl = llyll| = [dist(z, A) — dist(y, A)| < d(@,y) = |z —yl|.

Es ist

leites 2129 " t—0
tey +txs T+ X9

ftr) =
d.h. f(tz) — 0 fur t — 0.

Idee: Wihle einen Weg zum Punkt (0,0)T derart, dass er tangential zur zweiten
Winkelhalbierenden ,einbiegt”, also z. B. die Folge ,, = (n™',n"2 —n~1)T. Wegen
Tni+Tpo = n~2 > 0 liegt x,, tatsichlich in G; ferner gilt z,, — (0,0)T fiir n — oo.

Aber

0,

[F ) = 1O = |-

d.h. fist in (0,0)T nicht stetig.

,(1) = (i) Zu zeigen ist, dass fiir jedes € > 0 ein & > 0 existiert, so dass
f(Us(a)) C Us(f(a)), d.h. aus x € Us(a) folgt f(z) € Us(f(a)), oder, noch anders
geschrieben, aus dx(x,a) < 0 folgt dy(f(x), f(a)) < e. Nehmen wir an, dies sei
falsch, dann gébe es ein € > 0 und eine Folge (ay), C X mit a,, — a fiir n — o
beziiglich dx, so dass: Zu jedem k € N gibt es ein nj, € N mit dx (an,,a) < 1/k und
dy (f(an,), f(a)) > €. Nach (i) miisste aber f(a,,) — f(a) fiir & — oo beziiglich
dy folgen, also ein Widerspruch zur letzten Ungleichung.
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11.

()
(d)

(a)

»(i1) = (iii)*: Sei V eine Umgebung von f(a). Dann ist f(a) ein innerer Punkt
von V, d.h. es gibt eine offene Kugel um f(a) in V, z.B. U(f(a)) mit ¢ =
dist(f(a),0V)/2 > 0. Nach (ii) gibt es ein 6 > 0 mit f(Us(a)) C U(f(a)) C V.
Anwenden von f~! liefert Us(a) C f~1(f(Us(a))) C f~1(V). Also ist f=1(V) eine
Umgebung von a, da die offene Kugel Us(a) ganz drin liegt.

»(1il) = (1) Sei (an)n eine Folge in X mit a, — a fiir n — oo beziiglich dx.
Wir miissen zeigen, dass dann f(a,) — f(a) fiir n — oo beziiglich dy. Sei V eine
beliebige Umgebung von f(a). Da nach (iii) dann f~1(V') eine Umgebung von a ist,
gibt es ein ng € N, so dass a,, € f~1(V) fiir alle n > ng. Dann aber ist f(a,) € V
fiir alle n > ng, was die Konvergenz beweist.

Da A; und Ay abgeschlossen und f|4, und f|4, stetig sind, ist nur auf dem Schnitt
A1N Ay etwas zu zeigen. Sei also a € A1 N Az und (ay, )y eine Folge in X mit a,, — a,
und fiir jedes ng € N gebe es Folgenglieder a,, € A; \ A2 und a,, € Ay \ A fir
ni,ng > ng. (Sonst ist wieder nichts zu zeigen.) Fiir jedes € > 0 gibt es aber ein
no € N, so dass |f(ap,) — f(a)| < e und |f(ap,) — f(a)| < e, d.h.

‘f(anl) - f(anz)‘ = ‘f(am) - f(a) + f(a) - f(an2)|
< | f(an) — F(@)| + | f(@) = flan,)| < 2¢.

also f(a,) — f(a). Damit ist f stetig in a.

Wiéhle X = [0,2], A1 =[0,1], A2 = (1,2], Y = R und f = 14,: X — Y. Dann
sind nattirlich f|4, =1 und f|a, = 0 stetig, aber f nicht.

Seien A; = {(z,y)T | * <y} und Ay = {(x,y)" | > y} abgeschlossen mit X =
A1U Ay. Ferner sind f|4, mit f|a,(z,y) = z—y und f|a, mit f|a,(z,y) = (z —y)?
stetig, also nach (b) auch f.

Fiir p = 1 ergibt sich

17| = sup{|Tz| | 2 € R", [aly <1} = sup{|(z,0)| |z € R", |z} <1}
3 sup{\xlg\alg ‘ xeR", |z)) < 1} = |ala sup{]a:\g ‘ zeR", |z); < 1}
= |CL|2.

Bei i. wurde die Cauchy-Schwarz-Ungleichung |(z,a)| < |z|2|al2 benutzt. Durch
Bilden des Supremums gilt allerdings Gleichheit, da es immer ein z gibt, das zu a
linear abhéngig ist.

Bei ii. wurde die Normabschétzung |z|2 < |z|; nach Aufgabe 2.(a) benutzt, und
auch hier gilt Gleichheit, da das Supremum auch tiber z = (1,0, ... ,O)T gebildet
wird.

Fiir p = oo ergibt sich
T =...=|al2 Sup{|x|2 ‘ zeR", |z|e < 1} = Vnlals.
Bei iii. wurde die Normabschétzung |z|s < /n|z|o nach Aufgabe 2. (a,b) benutzt,

und auch hier gilt Gleichheit, da das Supremum auch iiber z = (1,...,1)" gebildet
wird.
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(b) Fiir p = oo seien f,g € C(I). Dann ist |T'f — Tg| = |f(1) — g(1)| und

1 = glloe = sup{[£(@) = g(@)| | 2 € 1} = |7(1) = g(1)]

dh |Tf—Tg| <||f — gllco- Also ist T sogar Lipschitz-stetig mit Konstante 1.

Fiir p < oo definieren wir fiir jedes n € N eine Funktion f,, € C(I) durch f,(z) = z™;
ferner sei g € C(I) die Nullfunktion. Dann ist |T'f,, — Tg| = 1 fiir alle n € N, aber

:Enp+l z=1 1

1 1
1 — g2 = /0 ful@)|? da = /0 P A =

=0 ’I’Lp—l—ll

Das bedeutet, dass f, — ¢ in der p-Norm fiir n — oo, aber T'f,, /4 Tg im Betrag
fiir n — oo. Also ist T nicht stetig.

12. (a) 1. Sei (xg)r konvergent gegen a € X, d.h. fiir jedes £ > 0 gibt es ein kg € N mit
d(zk,a) < /2 fur alle k > ko. Dann gilt aber fiir alle k, k" > ko

d(xk,xkr) < d(xk,a) + d(CL,(L‘kI) <eg,

d.h. (z1) ist eine Cauchyfolge.
ii. Gelte die Cauchyfolgeneigenschaft fiir ein beliebiges € > 0, d.h. es gebe ein

ko € N mit d(xy, zp) < € fiir alle k, k' > ko. Fiir die Menge M := {x} | k € N}
aller Folgenglieder gilt dann
diam M = sup{d(mk,a:k/) | kK € lN}
= max{sup {d(azk,mko) ‘ k< ko} , sup {d(azko,xk/) | ko < k'} ,
:;Ml :ZMQ
sup {d(xk,wk/) | k<ky< k:/}} )

=:Ms3

M7 enthélt nur endlich viele Elemente, d. h. sup M7 < co. Weiter ist sup My <
e, weil d(zy,,zp) < e fiir alle ¥ > ko gilt. Fir ein Element von Mj gilt
d(zg, zr) < d(zg, Tg,) + d(xg,, x), wobel der der erste Summand vom Typ
aus M7 und der zweite vom Typ aus My ist. Damit ist diam M < oo, also die
Folge beschrankt.

ili. Fir alle £ € N ist
d(zg,a) < d(xg,zy,) + d(zg;,a) .

Sei nun & > 0. Dann gibt es ein o € N mit d(zy, zy,) < &/2 fiir alle £, k; > {o,
weil (z¢)¢ eine Cauchyfolge ist. Auferdem gibt es ein jo € N mit d(wy;,a) < &/2
fiir alle j > jo wegen der Konvergenz der Teilfolge.
Waéhlt man in der obigen Ungleichung also ¢ > {y beliebig, so erhélt man
d(zg,a) < €/2 4+ ¢/2 = ¢, sofern j > max{jo, o} gewihlt wird. Dies zeigt
ry — a fir £ — oo.

(b) Sei (z)y eine Cauchyfolge in (A, d). Wegen der Kompaktheit von A besitzt sie eine

in (A, d) konvergente Teilfolge, aber nach (a)iii. ist dann bereits die Folge selbst
konvergent. Also ist (A, d) vollstéandig.
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13.

()

Seien a € X ein Haufungspunkt von A und (zy)y eine Folge in A\ {a} mit z — a.
(Dass so eine Folge existiert, ist Definition des Haufungspunktes.) Ist (A,d) voll-
standig, dann liegt der Grenzwert a in A, d.h. A enthélt alle ihre Hiufungspunkte,
also ist A abgeschlossen.

Sei nun (A, d) nicht vollstdndig, d.h. es gebe eine Cauchyfolge (xy)x in (A4,d), die
nicht konvergiert. Wegen der Vollstandigkeit von (X, d) konvergiert (xj)x jedoch
gegen ein a € X. Da (zy)k in (A, d) nicht konvergiert, muss a ¢ A gelten, aber a
ist ein Haufungspunkt von A, und damit ist A nicht abgeschlossen in X.

Wir beweisen diese Aussage absichtlich sehr ausfiihrlich mit der Uberdeckungsei-
genschaft. Wir wihlen eine beliebge offene Uberdeckung von B, d.h. eine Familie
(Ui)ier offener Mengen U; C X fiir alle ¢ € I mit einer Indexmenge I, so dass
B C U;e; Us- Nun stellen wir fest, dass

Ac(X\ByulJU,
i€l

denn fiir jedes a € A gilt: Ist a € B, so ist a € J;c; Us; ist a ¢ B, so ist a €
X \ B. Ferner ist B nach Voraussetzung abgeschlossen und daher X \ B offen, d. h.
(X \ B,Uj)icr ist eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, existiert eine
endliche Teiliiberdeckung, d.h. Indizes i1,...,4, € I mit

AC(X\B)UOU,’Z.
/=1

(X \ B lassen wir o.B.d. A. dabei.) Nun ist aber (Us,...,U;,) eine offene Uber-
deckung von B, denn ist b € B, so gilt b ¢ X \ B. Damit besitzt jede offene
Uberdeckung (U;)ie; von B eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. B ist kompakt.
Bemerkung: In diesem Beweis wurde an keiner Stelle eine Eigenschaft der Metrik benutzt. Daher
ist er ohne Verdnderung sofort fiir topologische Hausdorff-Raume verwendbar.

Wir nehmen an, f sei nicht gleichméfig stetig. Dann existiert ein £ > 0, so dass es

fiir jedes § = 1/n > 0 Punkte a,, b, € A gibt mit

dX(an,bn)<% und  dy (f(an), f(ba)) > €.

Wegen der Kompaktheit von A haben die Folgen (a,), und (b,), konvergente
Teilfolgen (am, )r und (by, )r. Da aber dx(am,,bn,) — 0 fir & — oo, haben beide
Teilfolgen denselben Grenzwert x € A. Es ist jedoch dy (f(am,), f(bn,)) > €, also
ein Widerspruch zur Stetigkeit von f in .

Zusatz: Motiviert durch das Uberdeckungsbeispiel wollen wir ein paar Grundlagen zu topologischen
R&umen betrachten, die in der Vorlesung keinen Platz gefunden haben, aber fiir spitere Veranstaltungen
durchaus wesentlich sind. Leider ist dieser Zusatz mal wieder ldnger geworden als erhofft /erwartet. Im
Folgenden sei X # ) eine beliebige Menge.

Eine Teilmenge 7 C P(X) der Potenzmenge von X heifit eine Topologie auf X, falls:

e Esgilt ), X € 7.

e Sind U; € 7 fiir alle ¢ € I mit einer beliebigen Indexmenge I, so ist auch |J

U, eT.

iel

e Sind U,V e€T7,soistauchUNV eT.
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Ist 7 eine Topologie auf X, so heilt das Paar (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Menge M C X heifst
genau dann offen (in X ), wenn M € T, und abgeschlossen (in X ), wenn X \ M offen ist. Fir X' C X
heilt (X', 7") ein topologischer Unterraum von (X, T), falls 7' die von T induzierte Teilraumtopologie
(Relativtopologie) auf X' ist, d.h. es gilt 7/ = {X' NU | U € T}. Eine Menge in (X’,7") ist also
genau dann offen, wenn sie der Schnitt von X’ mit einer offenen Menge in aus (X, 7) ist. Eine solche
Menge heifit relativ offen in X beziiglich X’. Fiir eine Menge M C X definieren wir das Innere durch
M® =U5u offen U und den Abschluss durch M =, 4 abg, A-

Eine Menge U € 7 heift eine offene Umgebung von x € X, falls x € U. Eine Menge M C X heifst eine
Umgebung von x € X, falls es eine Menge U € 7 mit z € U C M gibt. Ein topologischer Raum (X, 7)
heilt hausdorffsch oder ein (topologischer) Hausdorff-Raum, falls es zu je zwei Punkten z,y € X mit
z # y offene Umgebungen U von x und V von y mit U NV = ) gibt. In Hausdorff-Rdumen kann man
einen sinnvollen Konvergenzbegriff definieren: Eine Folge (an)» in X konvergiert genau dann gegen ein
a € X, wenn in jeder Umgebung von a fast alle Folgenglieder liegen. Zu jeder Umgebung M von a gibt
es also ein ng € N, so dass a, € M fiir alle n > ng.

Das Paar (X,7) mit X = R und 7 = {0, R} ist ein topologischer Raum, der die grobstmogliche To-
pologie, die sog. Klumpentopologie, tragt. Er ist nicht hausdorffsch, denn die einzige Umgebung eines
jeden Punktes ist ganz R. Nach der obigen Definition der Folgenkonvergenz wiirde also jede Folge gegen
jeden Grenzwert konvergieren. Das Paar (X,7) mit X = R und 7 = P(RR) ist ein topologischer Raum,
der die feinstmogliche Topologie, die sog. diskrete Topologie, tragt. Zu jedem Punkt z € R ist {z} eine
(sogar offene) Umgebung. Eine Folge (an)n konvergiert also gegen a € X, falls fast alle Folgenglieder
in {a} liegen, also wenn die Folge stationdr wird. Jeder metrische Raum ist hausdorffsch beziiglich
der durch die Metrik d induzierten Topologie; sie ist die grobste Topologie, die alle offenen Kugeln
Ur(z) ={y € X | d(z,y) < r} enthilt. Beispielsweise wird durch die diskrete Metrik d(z,y) = 1 fur alle
x # y die diskrete Topologie induziert.

Ein topologischer Raum (X,7) bzw. eine Teilmenge M C X heifit quasikompakt, wenn jede offene
Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Ist der Raum zusétzlich hausdorffsch, so spricht
man von kompakt. In Aufgabe 13.(a) haben wir gezeigt, dass abgeschlossene Teilmengen kompakter
Mengen kompakt sind. In Aufgabe 19.(a) wird gezeigt, dass der Schnitt einer kompakten mit einer
abgeschlossenen Menge kompakt ist. Wir zeigen hier noch, dass kompakte Mengen abgeschlossen sind:
Seien dazu (X,7) hausdorffsch, K C X kompakt und a € X \ K ein fester Punkt. Zu jedem z € K
gibt es nun eine offene Umgebung U(x), so dass a ¢ U(x) (Hausdorff-Eigenschaft). Dann gilt offenbar
K C U,cx U(z), und da K kompakt ist, reichen endlich viele {z1,...,2,} C K aus, so dass K C
Uy—, U(x¢). Daraus folgt durch Abschlussbildung K C |Jj_, U(z¢) und damit a ¢ K. Da a beliebig
war, folgt K = K, d.h. K ist abgeschlossen.

Aus Aufgabe 19. (a) folgt insbesondere, dass der Schnitt zweier kompakter Mengen kompakt ist. Diese
Aussage kann nicht ohne weiteres auf quasikompakte Mengen verallgemeinert werden, wie das folgende
Gegenbeispiel zeigt: Seien X = N U {a,b} mit a # b und 7 = P(N) U {A, B, X} mit A = NU {a}
und B = NU{b}. Dann ist (X,7) ein topologischer Raum, der nicht hausdorffsch ist, denn z. B. lassen
sich die Punkte 1 € X und a € X nicht durch Umgebungen trennen. Die beiden Mengen A und B sind
quasikompakt, denn jede offene Uberdeckung von A muss eine offene Umgebung von a enthalten, d. h.
A oder X. Damit ist eine mdgliche endliche Teiliiberdeckung einer beliebigen Uberdeckung von A z. B.
lediglich {A} oder {X}; ebenso funktioniert der Beweis fiir B. Der Schnitt A N B = N ist natiirlich
nicht quasikompakt, wie die offene Uberdeckung N C Unenin} zeigt.

Eine Funktion f: X — X' zwischen zwei topologischen Riumen (X,7) und (X', 7") heifit stetig, wenn
Urbilder offener Mengen wieder offen sind, d.h. wenn f~1(U’) € 7T fiir alle U’ € 7. (Statt der offenen
kénnen auch die abgeschlossenen Mengen benutzt werden.) Sind K C X kompakt, X’ hausdorffsch
und f: X — X' stetig, so ist f(K) kompakt. Ist zusitzlich X’ C R, dann bedeutet dies, dass f(K)
beschriankt und beziiglich der von d(z,y) = |x —y| induzierten Topologie abgeschlossen ist, d. h. f nimmt
ein globales Maximum und Minimum auf K an. Durch Verfeinern von 7 bzw. Vergrobern von 7’ kann
jede Funktion f: X — X' stetig gemacht werden. Im Extremfall 7 = P(X) oder 7' = {0, X'} ist jede
Funktion stetig.

Ist f: X — X’ bijektiv und stetig und f~': X’ — X ebenfalls stetig, so heikt f ein Homdomorphis-
mus. Die Funktion f: (—m, 7] — S* mit der Einheitskreislinie S* = {(z,y)T € R* | 2® + y* = 1} und
f(t) = (cost,sint)T ist bijektiv und stetig, £ ' jedoch ist unstetig in (—1,0)", d. h. f ist kein Homéomor-
phismus. Das riihrt daher, dass zwar (7 —e, 7] relativ offen in (—, 7], aber f((m—eg, 7]) nicht relativ offen
in ! ist, d. h. offene Mengen miissen keine offenen Urbilder unter f ! haben. Homéomorphismen jedoch
haben gute Eigenschaften: Sie bilden kompakte Mengen/Raume auf kompakte Mengen/Réume ab, und
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sie bilden (weg)zusammenhéngende Mengen/R&ume auf (weg)zusammenhéngende Mengen/Réaume ab.
Allerdings ist die Abbildung arctan: R — (—n/2,7/2) ein Homéomorphismus, obwohl der Wertebereich
beschréankt ist und der Definitionsbereich nicht. Das liegt daran, dass Beschrénktheit keine topologische,
sondern eine metrische Eigenschaft ist.

Die Menge S' ist kompakt und zusammenhingend. Gébe es einen Homdomorphismus f: I — S*
mit I C R, so miisste also auch I kompakt und zusammenhingend sein, also ein beschréanktes In-
tervall. Entfernt man nun aus S* irgendeinen Punkt, so bleibt die Menge zusammenhéngend, das In-
tervall jedoch wird unzusammenhéngend, wenn man einen inneren Punkt herausnimmt. Somit kann
es keinen Hom6omorphismus geben. Wir betrachten statt dessen f: R — S' mit R = RU {0},
f(#) = (cos(2arctant),sin(2arctant))T = (t* — 1,26)T/(#> + 1) fiir t € R und f(o0) = (—=1,0)T. Dann
ist zunéchst f bijektiv und stetig in jedem ¢ € R. Wir definieren nun: Eine Teilmenge U C R mit
oo € U heifst offen, wenn ]R\ U kompakt ist. Damit wird f stetlg in oo, und nun ist auch f~' stetig,
also f ein Homdomorphismus. R ist also kompakt; man nennt R die Ein-Punkt-K ompaktifizierung von
R. Insbesondere bleibt R — so wie S* — zusammenhdngend, wenn man einen Punkt entfernt.

Auf der kompakten Menge R gelten dieselben Sétze aus EHM, die auf kompakten Teilmengen von R
gelten. Zum Beispiel sagt Bolzano-Weierstrafi: Jede beschriankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.
Anders gesprochen: Jede Folge mit Werten in einer kompakten Menge besitzt eine konvergente Teilfolge.
Dies gilt auch fiir R: Entweder ist die Folge in IR beschrénkt, dann gilt der Satz wie bekannt. Ist (an)n
jedoch unbeschrinkt, so existieren Folgenglieder a,, mit |an| > R fiir jedes R > 0. Damit gibt es sogar
unendlich viele Folgenglieder dieser Art fiir jedes R, d.h. in jeder Umgebung um oo liegen unendlich
viele Folgenglieder. Damit gibt es eine konvergente Teilfolge, ndmlich eine, die gegen oo konvergiert.

Alle f,, sind punktsymmetrisch zum Ursprung. Fir m,n € N mit n > m gilt f,(z) >
fm(z) fir alle € [0,1] und damit

1
1o — fonllt = / @) — fun()|? dar = 2 /0 (Fale) = fin())?

1/n 1/m
:2/ (n:n—mx)pd:E—I—Z/ (1 —mz)Pdz
0

1/n
2(n — m)PaP L=V (1 — )Pl |TEYm
B p+1 2=0 mp+1)  |,2im
2 [((n—m)P N (1 —m/n)Ptt
T p+1 nptl m

2 1 m\? 1 m\ p+1 4
(0 ) <ty
p+1\n n m n m(p+ 1)

also ist (f,), eine Cauchyfolge. Die punktweise Grenzfunktion f: I — R ist gegeben
durch f(z) = —1fir 2 <0, f(z) =1 fiir z > 0 und f(0) = 0, und es gilt

1 1
1o — FI2 = / fula) = 1@ da =2 /0 (1— ful))”

1/n 2(1 — na)pL|T=/m 2
=2 1—nx)Pde = ————-—— —_—.
[ A g nED)

(fn)n konvergiert also tatsichlich in der p-Norm gegen f. Da dieses f aber nach der
Eindeutigkeit des Grenzwerts die einzige derartige Funktion ist und da aber f nicht
stetig ist, ist (fn)n in (C(1), || - ||p) nicht konvergent.

Zusatz: Die Stetigkeit der Grenzfunktion kann nur dann sichergestellt werden, wenn eine Folge stetiger
Funktionen gleichméfig konvergiert, was dquivalent zur Konvergenz beziiglich der Supremumsnorm |||/

10
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15.

16.

ist. Der Raum (C(I), || - |loo) ist also tatséchlich vollstdndig und damit ein Banachraum. Der Bewelis ist
ebenso einfach wie typisch: Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass |fn(x) — fn(y)| < €/3 (gleichmé&Rige
Stetigkeit von f auf dem Kompaktum I) und |fn(z) — f(z)| < €/3 (gleichméRige Konvergenz) fiir alle
z,y € I mit |z — y| < §. Dann ist

|f(x) = fW)] = | f(x) = fnl@) + fu(@) = fu(y) + fn(y) — f(¥)]
< |f(5c) - fn(x)| + |fn(x) - f7l(y)| + |fn(y) - f(y)| <e.

Rechnet man fiir die Funktionenfolge (f»). aus der Aufgabe

1o = fnlloe = sup{ [f(@) = Fm(@)] | @ € T} = sup{ fu(@) = fim(a) | = € [0,1]}

:max{sup{(n—m)x ’ T € [0, %]}7 SUP{l_mx ’ T e [711 7711]}}

"—m71_ﬁ}:1_ﬂ7
n

= max{

so sieht man, dass dieser Ausdruck keineswegs gegen 0 konvergiert, nur weil m und n grof werden. (fr)n
ist also keine Cauchyfolge in (C(I),|| - ||oo)-

(a)

(a)

Gefragt ist nach den Losungen der Gleichung

flx) = e /10 = g — g(x).

Da f streng monoton fallend und ¢ streng monoton wachsend auf ganz R ist, was
man z.B. mit der Ableitung beweisen kann, kann es hochstens einen Fixpunkt
geben. Wegen lim,_, 1, g(x) = foo existiert dieser nach dem Zwischenwertsatz,
da f und g stetig sind, d. h. es gibt einen eindeutigen Fixpunkt xy € R.

Wir setzen K := [0,1] und stellen fest, dass f(0) =1 > ¢g(0) =0 und f(1) < 1=
g(1). Daher muss der Fixpunkt xy im Innern des Kompaktums K liegen. Ferner
ist f|x eine Selbstabbildung, denn es gilt f(z) € K fiir alle x € K. Da f stetig
differenzierbar ist, konnen wir den Mittelwertsatz der Differentialrechung anwenden
und erhalten fiir z,y € K

10 = )] = 1O )] = |5 lo =yl < Fgle .

Damit ist f|x eine Kontraktion mit Kontraktionsfaktor 1/10. Also sind alle Vor-
aussetzungen fiir den Banachschen Fixpunktsatz erfiillt, und fir jedes z € K kon-
vergiert die Iterationsfolge (f"(x)), gegen zg. Also ist z ein attraktiver Fixpunkt.

Wir wissen aus (b), dass das gesuchte Intervall mindestens [0, 1] ist. Wahlen wir
x > 1, so folgt 0 < f(z) < 1, weswegen wir nach einer Iteration in [0,1] landen
und damit gegen xy konvergieren. Starten wir mit einem z < 0, so gilt f(x) > 0,
d. h. wir landen wieder in einem Bereich, von dem wir schon wissen, dass die Folge
gegen x( konvergiert. Also gilt f"(x) — x fiir n — oo fiir alle x € R.

Es ist
n 1/p n p=1  pn
Olely = O (Z m\p) - (Z m\p) O
_1 Z |2 |P _(p_l)/pia 2yp/2 — —(p=1) Y E 2yp/2-1
5 < i ) i (z |x|p ; 5 - 20k

11
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18.

=[], @ Va2,

und damit
n . |1 [P~z
Vlz|, = Zak|33|p €k =

1 p—1 :
k=1 |z[p |33n|p_2517n

Bemerkung: Fiir p = 2 ergibt sich daraus V|z|2 = x/|z|2. (Merken!)

Weiter ist ) "
a T
V— =Vlz|;' = —|z|7°V]z|]s = ——.
]2 ? 2 |z[3
Fir v € R™\ {0} und t # 0 ist
fO+tv) — f(0 tv t||v
©O-+0) = 0) _lvly _ 1oy _

t t t

Fiir ¢ > 0 ist dieser Ausdruck konstant |v,| > 0, fiir ¢ < 0 konstant —|v,| < 0.
Somit kann der Grenzwert fiir ¢ — 0 nicht existieren.

Fiir v € R?\ {0} und ¢ # 0 hiéingt der Ausdruck

JO+tw)—f(0)  t*vitv, vivy

t (202420t 0P 40l

nicht mehr von t ab, so dass der Grenzwert ¢ — 0 und damit die Richtungsableitung
0y f(0) existiert.

Es ist

2 2
|f(a) = £(0)] = x;fig = x%ﬁ_lx%‘l'gl < o] =% 0,
d.h. f ist stetig in 0.
Mit (a) ist
0, F(0) = 0y f(0) =0 und Dy 1o, £(0) = %

d.h. Oeytey, f(0) # Oey f(0) + e, f(0). Damit ist die Abbildung v +— 9, f(0) nicht
linear. Wére f differenzierbar, so wiirde 0, f(0) = df(0)(v) gelten, was linear in v
wiire. Somit kann es die lineare Abbildung df(0): R? — R nicht geben, d.h. f ist
nicht differenzierbar in 0.

Bemerkung: Ist f: U — R, U C R" offen, in a € U differenzierbar, so wissen wir, dass erstens

alle Richtungsableitungen in a existieren und zweitens f stetig in a ist. Beide Folgerungen sind
hier erfiillt (ndmlich (a) und (b)), aber es folgt trotzdem nicht die Differenzierbarkeit!

Fiir v € R?\ {0} und ¢ # 0 betrachten wir
PO+ )~ F0)  fl)

t ot

Der Zihler ist genau dann ungleich 0, wenn t?v? = tvy ist, d. h. tv} = v, da t # 0.
Diese Gleichung hat aber hochstens eine Losung tg € R, d. h. der Zéahler ist 0, falls
|t| < |to|. Damit ist der Grenzwert fiir ¢ — 0 ebenfalls 0, also 9, f(0) = 0.

12
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(b) In natiirlicher Weise benutzen wir die Folge z,, = (n~!

fiir alle n € N und z,, — (0,0)T fiir n — oco. Es folgt

|f(zn) = F(O)| =1 —51,

d.h. f ist nicht stetig in 0.

,n~ )T, Dann ist 2 | =

19. (a) Wir definieren r := dist(z, A), K := Byy1(z) N A und f: K — R durch f(a) =
da(z,a). Dann gilt:
e K ist nicht leer wegen der Infimumseigenschaft in der Definition von dist.
e B,i1(x) ist als abgeschlossene und beschrinkte Menge im R™ kompakt.

e K ist als Schnitt einer kompakten und abgeschlossenen Menge kompakt. (Wenn
das nicht bekannt ist, siche den allgemeinen Beweis im Zusatz. Da alles im R”
ist, kann man aber auch einfach zeigen, dass der Schnitt abgeschlossen und
beschrankt ist.)

e f ist stetig (sogar Lipschitz-stetig mit Konstante 1), denn

|far) = f(a2)| = |d(x,a1) — d(x, a2)| < d(ay, a2)

fiir alle a1, a2 € A wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung.

e Da f stetig und K kompakt ist, nimmt f das Minimum an.

Damit gibt es ein z € K (und damit z € A) mit do(x,2) = f(z) = inf{f(a) | a €
A} = dist(zx, A).

Zusatz: Wir zeigen, dass K N A kompakt ist, wenn K C X kompakt und A C X abgeschlossen
sind. Wir wéhlen eine beliebge offene Uberdeckung von K N A, d.h. eine Familie (U;);er offener

Mengen U; C X fiir alle ¢ € I mit einer Indexmenge I, so dass K N A C |J,.; U;. Nun stellen wir
fest, dass

i€l

Kcx\AulJu,
iel
denn fiir jedes © € K gilt: Ist € A, so ist © € J,c; Us; ist © ¢ A, so ist © € X \ A. Ferner ist
A nach Voraussetzung abgeschlossen und daher X \ A offen, d.h. (X \ A, U;)icr ist eine offene
Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. Indizes
i1,y ...,0in € I mit

Kcx\Aul)u,.

C=

14

(X \ A lassen wir 0. B.d. A. dabei.) Nun ist aber (U;,, ..., U, ) eine offene Uberdeckung von KN A,
denn ist x € KN A, so gilt x ¢ X \ A. Damit besitzt jede offene Uberdeckung (U;)ier von K N A
eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. K N A ist kompakt.

(Wem es nicht aufgefallen sein sollte: Dieser Beweis war Copy & Paste von Aufgabe 13. (a)!)
(b) i, Wir definieren die Funktion f: B — R durch f(b) := dist(A,b). Dann gilt:
o f ist stetig (sogar Lipschitz-stetig mit Konstante 1), denn

1

|f(b1) — f(b2)| = |diSt(A, bl) — diSt(A, b2)| S d2(b1,b2)

fiir alle by, by € B nach Aufgabe 8. (b).
e f ist nicht-negativ; das ist klar.

e Wegen ANB =0 gilt BC X\ A, und weil A abgeschlossen ist, ist X \ A
offen. Also ist jedes b € B ein duferer Punkt von A, d.h. 0 ¢ Bild f.

13
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e Da f stetig und B kompakt ist, nimmt f das Minimum an. Es gibt also
ein by € B mit

f(bo) = min{f(b) | b€ B} =inf{dist(4,b) | b€ B} = dpn(A,B).

Wegen f(by) > 0 folgt die Behauptung,.

ii. A ist abgeschlossen als kartesisches Produkt abgeschlossener Mengen. Oder: Ist
(z,y)T € R2\ A, d.h. y #0, so ist Byy/2((x,y)") eine Umgebung von (z,y)"
in R?\ A. Damit ist R?\ A offen und A abgeschlossen.

B ist abgeschlossen als Schnitt des abgeschlossenen Nullstellengebildes von
xy — 1 und der abgeschlossenen Viertelebene [0, 00)2. Oder: Klar ist, dass jeder
Punkt aus R2\ (0,00)? ein dukerer Punkt von B ist. Sei (x,y)T € (0,00)%\ B.
Dann gibt es genau ein ¢ > 0, ¢ # 1, mit xy — ¢ = 0. Daraus folgt aber, dass
esein ¢ > 0 gibt, sodass (r —e,24+¢) x (y—¢e,y+e) C X\ B,d.h. X\ B ist
offen und daher B abgeschlossen.
Dass A und B disjunkt sind, ist klar, weil 0 # 1/t fiir alle ¢ > 0.
Wir zeigen nun, dass es fiir jedes € > 0 Punkte a € A und b € B gibt, so dass
d(a,b) < e. Damit ist dann d,,(A, B) = 0 gezeigt. Wir wihlen a = (2/¢,0)T €
Aund b= (2/e,¢/2)" € B. Dann ist d(a,b) = ¢/2 < ¢.
Bemerkung: Schon die Wohldefiniertheit macht Schwierigkeiten: Was ist dn,(A,0)? Wegen der
Vereinbarung inf ) = oo konnte man dies auch fiir d,, verwenden. Offenbar ist dann d,, nicht-
negativ und symmetrisch. Allerdings kann dn, (A, B) = 0 fiur A # B gelten, beispielsweise wenn
AN B # 0. Auch die Dreiecksungleichung gilt nicht, wie das Beispiel A = [0,1], B = [1,2] und
C =123 mit 1 =dmn(A,C) £ dn(A,B)+ dn(B,C) =0 zeigt.

Es ist fi(z) = |z|3 + 1 und damit nach Aufgabe 16. (a)

x

Vfi(x) = 3|z|3 V|z|y = 3|z|3 h = 3|z|2 .
Ferner ist fa(z) = cos|zl|s, d. h.
. sin |z
V fao(x) = —sin|z|y V|z|e = — ]az‘\gb
Damit ist die Jacobimatrix gegeben durch
T 3|l‘|2$1 3|l‘|2$2
Ji(x) = (Vfl(a:) Vfg(x)) = sin |z (o sin |za )
— xrT — X9
|22 |2
worin man an der ersten Spalte sofort
3’%‘21’1
O f(z)=| sin|zfs

|z[2
abliest. Die vier partiellen Ableitungen 9;fx: R? \ {0} — R, i,k € {1,2}, sind
stetig, d. h. f ist differenzierbar. Damit existiert auch jede Richtungsableitung und
lasst sich berechnen durch
5 3|z|2 (221 + x2)
O f(x) = J¢(x) <1> = | sinfzl

|72

(2x1 + x2)

14
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(b) Mit der Kettenregel ergibt sich

(f o) (1) = Jroy (1) = (Jy 0 )(1) J5(1) = J;(v(1)) 7'(1)

32 3V2 . 9v2
= _Sin\/§ _Sinﬁ <2> = _3sin\/§
V2 V2 V2

21. (a) Diagramme fiir v und p:

- Yy
t:§
t=0,
_ 3
t=%

(b) Mit
|/ (t) E = (—3cos?tsint)? + (3sin®t cost)?
9
= 9cos®tsin®tcos’t + 9cos? tsin? tsin’t = 9cos’ tsin’ t = 1 sin® 2t

ergibt sich

27 3 2 /2 t=m/2
6(7):/ "y'(t)bdtzi/ ]sin2t\dt:6/ sin2tdt:—3cos2tt =6.
0 0 0 =

Ebenso mit
|Q,(t)‘; = (_ Sint)2 + (COS t)2 + (t1/2)2 —ta1

ergibt sich

t=2m

e@p:A%@wﬂﬁu:/%@+nV%u=§@+DW2

zgq%wﬁﬁﬂ—n.
0 3

t=0

Bemerkung: Um das Ergebnis zu testen, sind elementargeometrische Abschétzungen der Form
4v/2 < £(7) < 8 sehr hilfreich. Fiir £(o) kann man sich £(0)? ~ (27)% + (2(27)%/2/3)? iiberlegen.

(c) Wir setzen ¢(z) := |z|3/2. Dann gilt mit Aufgabe 16.(a) V(x) = |z|2V|z| = ,
d.h. Vi = F. Damit folgt mit Hilfe von Satz 9.16

!/Fz/szﬂw%D—wh@)ZﬂLm—ﬂLWZO
Y Y

Bemerkung: Fiir diese Rechnung war es nicht einmal notwendig, die Funktion ¢ zu kennen; ihre
Existenz war hinreichend dafiir, dass das Integral verschwindet.

15



AUFGABEN 21-22 AMV-LOSUNGEN

Das andere Integral berechnen wir explizit:
2 2 —sint —sint
/G :/ <G(g(t)),g’(t)>dt :/ cost |, | cost dt
o 0 0 gt3/2 t1/2
3
Ty 2 2.5 2.3
= sin“t4+cos“t+ -t* |dt = [t + =t
0 3 9

22. (a) Fir a,h € R™ mit h # 0 berechnen wir

|(f9)(a+h) = (f9)(a) — (g(a)df(a) + f(a)dg(a)) (1)
:Vw+hmw+hw—ﬂ@ma+m+fmmm+hw—ﬂ@m@
—gla+h)df(a)(h) + gla + h)df(a)(h) — g(a)df(a)(h) — f(a)dg(a)(h)
< |fla+h)gla+h) = f(a)g(a+h) — g(a+ h)df(a)(h)]
+[f(a)g(a + 1) — f(a)g(a) — f(a)dg(a)(h)]
+|gla + h)df(a)(h) — g(a)df(a)(h)]
= |gla+h)[[f(a+h) = fla) - df(a)( )|
+ | f(a)| |g(a+ R) — g(a) — dg(a)(h)| + |g(a + h) — g(a)| |df(a)(h)|
und betrachten die drei Summanden nach Division durch |h|y getrennt: In

PRRLEDE ORI
2

konvergiert der erste Faktor wegen der Stetigkeit von g fiir h — 0 gegen |g(a)| und
der zweite wegen der Differenzierbarkeit von f gegen 0. In

£ ‘wa+h) g(a) —dg(a)(h)|
A2

ist der erste Faktor konstant und der zweite konvergiert wegen der Differenzierbar-
keit von g fiir h — 0 gegen 0. In

o+~ L0 = o a1 ()|

wo die Linearitdt von df(a) benutzt wurde, konvergiert der erste Faktor wegen der
Stetigkeit von ¢ fiir h — 0 gegen 0 und der zweite bleibt beschrénkt, weil h/|h|s
beschrankt und df(a) linear und beschréankt ist.
Damit ist der angesetzte Ausdruck g(a)df(a)+ f(a)dg(a) die (eindeutig bestimmte)
Ableitung von fg in a, und diese liegt als Linearkombination von df(a) und dg(a)
tatséchlich in £(R", R).

(b) Da f stetig in a € R™ mit f(a) # 0 ist, gibt es ein r > 0, so dass f(x) # 0 fur alle
x € Up(a). Fir h € R™ mit 0 < |h|s < r berechnen wir

1 1 1

F@ @0 | e~ Fay  Fap @)

16



AMV-LOSUNGEN AUFGABEN 22-23

23.

st m - fa)- %dﬂa)(m\
< |7+ h) — fla) — df(@)h)] + \ (1 - %)dﬂa)(h)‘

und betrachten die zwei Summanden nach Division durch |k getrennt: Der erste

Summand
|fla+h) = fla) —df(a)(h)]
|hl2

konvergiert wegen der Differenzierbarkeit von f fiir h — 0 gegen 0. In

(= Jarow] == T o ()

wo die Linearitit von df(a) benutzt wurde, konvergiert der erste Faktor wegen der
Stetigkeit von f fiir h — 0 gegen 0 und der zweite bleibt beschrankt, weil h/|h|s
beschrénkt und df(a) linear und beschrénkt ist.

Damit ist der angesetzte Ausdruck — f(a)~2df(a) die (eindeutig bestimmte) Ablei-
tung von 1/f in a, und diese liegt als Vielfaches von d f(a) tatsichlich in L(R"™, R).

Bemerkung: Es geniigt nicht, f-1/f = 1 unter Verwendung der Produktregel aus (a) abzuleiten.
Das ist nur eine formale Rechnung, die nicht zeigt, dass 1/f differenzierbar ist.

L
|h]2

I

Achtung: Die folgende Rechnung setzt f € C' voraus. Bitte um Riickmeldung, ob
es anders geht oder ein Fehler auf dem Aufgabenblatt war! Seien x € R™ mit x # 0
und v: [0,1] — R™ mit y(¢) = tx ein Weg. Dann ist y(0) = 0, v(1) = z und
v/ (t) = x, d.h. mit Satz 9.16 folgt

fo1-

1 1
g/ |Vf(m)\2|x|2dtg|x|2/ e=otlele 4y — _
0 0

1 — e ool
=—=
a

1 1
F(2) — £(0)] = /0<Vf(tx),:n>dt‘§/0 (V1 (tx), )] dt

e—at|m|2 t=1

@ =0
1
Damit ergibt sich

@) = @)~ £O) + FO)] < |F() ~ FO] +|FO)] < = +]7(0)

d.h. f ist beschrénkt.

)

Fiir (z,y) # (0,0) ist f klarerweise differenzierbar, und es gilt

(32%y —¢*)(@® +9%) — (2% —ay’) - 20 _ 'y + 4Py — o
(22 + y2)2 (22 + y2)2

81f(x7y) =

Wegen f(y,x) = —f(z,y) erhilt man 0y f aus 0y f durch Vertauschen von x mit y
und Hinzufiigen eines Minuszeichens, also

x° — 4:133y2 — :L"y4
(22 + 12)2

a2f($7 y) =

17



AUFGABEN 23-24 AMV-LOSUNGEN

Die Ableitungen in (0,0)" miissen separat berechnet werden. Fiir ¢ # 0 ist

f(0+t70)_f(070):9:0 und f(070+t)_f(070):9:0,

t t t t
d.h. fir t — 0 folgt 91 f(0,0) = 92f(0,0) = 0. Also ist f in jedem Punkt partiell
differenzierbar. Es fehlt noch die Stetigkeit der Ableitungen. Wir betrachten dazu

wtyl + 422y + [y°| _ 227 + 42y + 29"
(22 + y2)2 = (22 + y2)2
— 2y 20,

|yl

|01 f (x,y) — 01f(0,0)] <

d.h. 9, f ist stetig auf ganz R2. (Auferhalb des Ursprungs ist die Stetigkeit sowieso
klar.) Die Stetigkeit von 0o f folgt daraus wegen der oben genannten Symmetrie,
d.h. f € CH(R?).

(b) Wir rechnen nach, dass

Hf(0,0+8)=aif(0,0)  —t° o
" = @ 1 1=02011(0,0)
und
82f(0 + t, 0) — agf(o, 0) t5 t—0

g = @ =T 1=0000.0),

Ablesen ergibt 9201 f(0,0) # 9102£(0,0).

24. (a) Esist

OF(a) = —(2? +gc§) +2a:2 2wy —g:% + g:%
(21 + 23)? (21 + 23)?
und
9 F _(w%+x%)—x1'2x1_ —x%—kx%
1 Fo(z) = (@2 + 22)2 T
1 2 1 2

also o F () = 01 Fa(x).
(b) Esist

LF = /02W<F(7(t)),7’(t)>dt — /:W —sint(Zsint) +costeost gy o

cos?t + sin® ¢

Wenn F' ein Potential besédfse, dann miisste dieses geschlossene Kurvenintegral O

sein.
(c) Esist
0 To —x9/z? —T9
8 - t e —
1/ ox1 arctatt T 1+ (z2/11)? 2%+ 23
und 5 /
xI9 1 I I
8 = — t — = — ,
2f 0z arctatt r1 1+ (x2/11)? 22 + 23
dh Vf=Fp.

18



AMV-LOSUNGEN AUFGABEN 24-25

(d) Wir zeigen, dass U* sternférmig zu a = (1,0)T € U* ist. Fiir einen beliebigen Punkt
x € U™ unterscheiden wir die drei Félle o > 0, 2o = 0 und x5 < 0. 2o = 0 ist
klar, denn die Verbindungsstrecke liegt dann auf der x1-Achse, und der dritte Fall
ergibt sich durch Symmetrie aus dem ersten. Sei also nun x5 > 0. Dann beschreibt
v(t) == (1 —t)a+tx, t € [0,1], die Verbindungsstrecke von a und z. Wegen as = 0
und zg > 0 ist aber y,(¢t) > 0 fiir ¢ > 0, also y(t) € U*, d.h. U* ist sternformig.

25. (a) (7,7)T € R? ist genau dann ein kritischer Punkt, wenn

2

N W

nf(@g) =@ -20°)+ (@ -9)=22-3°=0 — IT=5j
und

0o f(z,9) = —2y(x - 25°) + (z — ) (—4y) = —627 + 85> = —5° = 0,
was nur durch (z,y) = (0,0) gelost wird. Es gilt

Nz 6y /20

(b) f(z,y) ist genau dann negativ, wenn die beiden Faktoren z — y? und x — 2y?
verschiedenes Vorzeichen haben. Wir unterscheiden

ez —y>>0und z —2y? <0, d.h. y? <z < 2y?;
ez —y?<0und z —2y% >0, d.h. 2% <z < y? (unlosbar).
Also folgt:

(c) Esist
o(t) = (ta — (tb)?) (ta — 2(tb)?) = 2b*t* — 3ab®t> + a?t*

d.h. 0 ist eine Nullstelle von /() = 83 — 9ab*t? + 2a*t. Weiter rechnen wir
¢ (t) = 24b*? — 18ab®t + 2a?, also " (0) = 2a2. Ist a # 0, so ist 0 tatsiichlich eine
Minimalstelle. Im Falle @ = 0 hingegen ergibt sich ¢”(t) = 24b*?2, ¢ (t) = 48b*t
und @ (t) = 48b*. Dann ist ¢”(0) = ¢""(0) = 0 und ¥ (0) > 0, da b # 0. Also
hat ¢ auch hier in 0 ein Minimum.

(d) Wir miissen zeigen, dass es in jeder Umgebung um (0,0)™ Punkte gibt, in denen f
negativ ist. Betrachten wir einen Punkt (z,y)", fiir den = = 3y2/2 # 0 gilt, so ist

flz,y) = (ng - y2> (ng - 2y2) = —%y‘l <0.

19



AUFGABEN 25-27 AMV-LOSUNGEN
Da jede Umgebung solch einen Punkt enthélt, hat f kein lokales Minimum in
(0,0)T.
26. Fiir t # 0 ist
flz+te) — f(x) _ (Alz +tei), x + te;) — (Az, x)

t t
Az, te) + (Ate;, ) + (Atey, te;)
B ¢

= (Ax); + (Ae;, x) + (Ae;)it,

wobel

(Aej,x) = Z Ae;)pxy = ZZCLM €) Ty = Zamxk = AT )i -

k=1j=1
Fiir t — 0 folgt also 9;f(z) = (Ax); + (ATz); und damit Vf(z) = (A + AT)z. Fiir die
zweiten Ableitungen betrachten wir
Oif(x +tey) — 0if(x)  ((A+ AT)(z + tep)); — (A+ AT)z);
t B t
((A + AT ek

a” + a], ek = Qjk + Qg; -

7j=1

Da dieser Ausdruck nicht mehr von t abhéngt, existiert insbesondere der Grenzwert
t — 0, und a;; + ay; sind die Eintrédge der Hessematrix, d.h. Hf(z) = A + AT, Alle
Eintriige sind konstant und daher stetig, was f € C?(R™) beweist. Fiir den Laplace-
Operator gilt schliefllich

Af(z) =spur(Hy(z)) = 2spur A.

27. (a) Fiir einen kritischen Punkt (z,7)T € R? muss
O f(Z,y) =cosZsing=0 und Osf(Z,y) =sinZcosy =0

gelten. Wir unterscheiden die beiden Félle
e cosZ = 0, damit sinz = +1, daher also cosy = 0;
e singy = 0, damit cos y = £1, daher also sinz = 0.

Allgemein gilt fir die Hessematrix

Hy(z,y) = (

—sinzxsiny cosxcosy
cosxcosy —sinzsiny/’

Im ersten Fall ist z = (k+ 1/2)m und g = (¢ 4+ 1/2)x fiir k, ¢ € Z. Damit folgt

Hy(#,7) = <_(_1)§ (=2 _(_1)%(_1)4> = (-pF <(1) (1)>

Diese Matrix ist definit, und zwar positiv, wenn k 4+ £ ungerade, und negativ, wenn
k + ¢ gerade ist. f besitzt also

20



AMV-LOSUNGEN AUFGABEN 27-28

28.

e strikte lokale Maxima in ((2k + 1/2)7, (2¢ + 1/2)7)T und ((2k — 1/2)7, (2¢ —
1/2)m)T fiir k, ¢ € Z;
e strikte lokale Minima in ((2k + 1/2)7, (20 — 1/2)7)" und ((2k — 1/2)m, (2¢ +
1/2)m)7T fiir k, ¢ € Z.
Im zweiten Fall ist £ = k7 und y = ¢x fir k,¢ € 7. Damit folgt

#w0 = (b o) =0 (o)

Diese Matrix ist indefinit fiir alle k, ¢ € Z, denn die quadratische Form
T
(§) e (§) =206

kann jedes Vorzeichen annehmen. f besitzt also
e Sattelpunkte in (kr,¢7)7T fiir alle k, £ € Z.
Die Formel fiir das Taylorpolynom dritter Ordnung ist

T f(,y) =) aai'!(p) (@) _p>a'

| <3

Ist aq gerade, so ist 9% f(x,y) ein Vielfaches von sinz, also 0% f(p) = 0. Fiir die
anderen Multiindizes ergibt sich

Q= <1> : 0" v) = LcosOsimz = L

0 al 110! 4 /2’
az(i) : aa(i!(p):ﬁcosOcos%:%,
a= (g) : aai'(p) = ﬁ(—cos()) sm% = %,
o= <;> : 8“2;(]9) = ﬁcosO( sin%) = —%.

Damit folgt

s = G s+ olo=5) =o' oo 5))

Fiir jedes n € N definieren wir K,, :== M N B, (0) und g, := f|k,. Dann ist jedes
K, als Schnitt einer abgeschlossenen mit einer kompakten Menge kompakt (siehe
Zusatz von Aufgabe 19.(a)), und es gibt einen Index ng € N, so dass K,, # 0
fir alle n > ng. Fiir alle diese n > ng ist g, stetig auf K,, und nimmt daher ihr
Maximum auf K, an, d.h. es gibt a,, € K,, mit f(a,) = max{f(z) | x € K,}. So
entsteht eine Folge (ay,)n>n, in M, und wegen K11 D K, ist (f(an))n>n, monoton
wachsend.
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AUFGABEN 28-29 AMV-LOSUNGEN

29.

Wir wollen nun die Aussage in ii. zeigen, d.h. wir nehmen an, dass sup{f(x) |
x € M} < oo. Also ist (f(an))n>n, nach oben beschrinkt und wegen der Monoto-
nie nach unten beschrénkt, also beschrankt. Damit folgt erstens, dass (f(an))n>n,
konvergent ist, und zweitens, dass wegen der allgemeinen Voraussetzung (an)n>n,
beschrénkt ist. Damit besitzt (ay)p>n, nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafs eine
konvergente Teilfolge (an, )r (0.B.d.A. ny > ng), die fiir k£ — oo gegen eina € A
konvergiert. Wegen der Stetigkeit von f konvergiert auch f(a,, ) gegen f(a), wobei
f(a) =lim,_, f(an). Also nimmt f an der Stelle a ein globales Maximum, ndmlich
f(a), an.

Es ist

va—alb_z (z —ab) <k:a:—2a),

i=1
d.h. Vf(z) = 0 genau dann, wenn

1k
zEZ

k 1 k ‘ 2 k 1 2
f(a:+v)—f(a?):z EZCL]-FU—CL —Z EZCL]
i=11" j=1 2 =11 =1
k 1 k
:;<|U|2+2<E§:: —a v>)
9 Lk
kB2 —2za ) = k.
i=1 j=1

d.h. f(z4+v) > f(z) fir alle v # 0, also hat f bei Z ein globales Minimum.
Wir miissen f(z) =1y, d.h.
2331332 = 0,

nach x auflésen. Durch Fallunterscheidung der zweiten Gleichung erhalten wir
e 1 =0, also—a:2 —1,d.h. zog =1 oder zo = —1;
e 15 =0, also 22 = —1, was unlosbar ist.

y besitzt also genau die beiden Urbilder # = (0,1)" und # = (0, —1)T unter f. (Mit
der Bemerkung erhélt man das noch schneller, da  und & die beiden komplexen
Quadratwurzeln von —1 sein miissen.) Die Jacobimatrix von f lautet

. 23}1 —2$2
Jf($) o <2l‘2 2:171 >
mit der Determinante det J(z) = 4(2? + 23) # 0 fiir € R? \ {0}. Nach dem Satz

iiber lokale Diffeomorphismen gibt es dann offene Umgebungen U’ um &, U um &
und V', V' um y, so dass

flg, € DIE(U, V'), flg € Diff (U, V).
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AMV-LOSUNGEN AUFGABEN 29-30

Dann ist aber auch V := V' NV’ eine offene Umgebung von y, und es gilt
fly € DifE(U, V),  fly € Diff(U,V)

mit 7 =0U'Nf~(V)und U = U' N f~1(V).

(b) Nach dem Satz iiber lokale Diffeomorphismen ist die Jacobimatrix der inversen
Funktion gleich der Inversen der Jacobimatrix, d.h. wir erhalten

=@ = (G ) = (5 7) =5 (%)

und
r =@ = () = (% 0 =500 9

30. Fiir jedes i € {1,...,k} gilt: Nach dem Satz iiber lokale Diffeomorphismen gibt es eine
offene Umgebung U? C U von z' und eine offene Umgebung V¢ C R" von ¥, so dass
flg: € Diff(U%, V?). Nun definieren wir

k
UZ = Ulﬁ m Ud2(mj’xi)/2($l).
J=1,5#i

Dann ist U? eine offene Umgebung von z* mit U ¢ U, d.h. mit V* := Bild flp: C Vi
ist f|: € Diff (U, V).

Die so konstruierten U? sind nun paarweise disjunkt. Die Menge V := ﬂle V; ist offen
und eine Umgebung von y.

Fiir jedes i € {1,...,k} gilt weiter: Die Menge U; := U; N f~1(V) ist eine offene Umge-
bung von z’, und es gilt f|: € Diff(U?, V). Da ein Diffeomorphismus bijektiv ist, gibt
es zu jedem § € V genau ein ' € U mit f(7') = 7.

Da die U’ paarweise disjunkt sind, sind die #* paarweise verschieden, d.h. jedes §j € V
besitzt mindestens k Urbilder in U unter f.
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AUFGABE 31 AMV-LOSUNGEN

31. (b)

Es ist
Jd(rcospsind) I(rcosesing) I(rcospsind)
or dy ov
O(rsinpsind) I(rsinpsind) I(rsinpsind)
J, 9) =
O(r cos V) O(r cos V) d(r cos )
or dy ov
cospsinty —rsinesind  rcosycos
= | sinpsind rcospsind  rsinpcosy
cos ¥ 0 —rsind
und damit

cospsinty —sing cos pcos
det Jp, (r, 0,0) = r’sind |sinpsing cosp  sinpcos?
cos ¥} 0 —sind

cos psind —singp
sinpsinYy  cos

—sing coscosv
cosy  sinpcos v

= r2gin? <cos )

)

Es ist |P3(r, ¢, 9)|2 = r, d. h. alle Punkte mit festem r liegen auf der Sphére S,.(0).
Veréndert man ¢ von — bis 7, wiahrend man 9 € (0, ) festhélt, so durchlauft
der Punkt einen Breitengrad. Verdndert man dagegen 9 von 0 bis 7, wihrend man
¢ € (—m,m) festhélt, so durchlauft der Punkt einen Meridian (halben Léngengrad),
und zwar vom Nord- zum Siidpol.

= r? sin?(cos ¥(— cos¥) — sindsind) = —r?sind.

Nach (a) erhalten wir fiir festes r einen Teil der Sphére S,(0). Wegen ¢ # 0 und
9 # 7 liegen aber der Nord- und Siidpol nicht im Bild von Ps(r, -, ). Wegen ¢ # —m
und ¢ # 7 liegt aber auch der gesamte 180°-Meridian nicht im Bild, es folgt also

Bild P3(r,-,) = S(0) \ {(2,0,2)" | 2 <0, z € R}.
Vereinigt man nun tiber alle r € (0, 00), so erhdlt man

V=BildP; =R*\ {(2,0,2)" |2 <0, ze R}.
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AMV-LOSUNGEN AUFGABEN 31-32

32.

(a)

(Man beachte, dass zwar V # R3, aber dass V = R3.) Klar ist P; € C'(U, R?) und
P3: U — V surjektiv; so wurde gerade V' konstruiert. Wir zeigen weiter, dass P;
injektiv ist: Die oben gebildete Vereinigung iiber r ist disjunkt, d. h. Bild Ps(r,-,-)N
Bild P3(r’,-,-) = 0, falls r # /. Es gelte nun P3(r,¢,9) = P3(r,¢’,9’), d. h.

cos psind = cos ¢’ sin?’, sinsiny = siny’siny’, cos?¥ = cos .

Der Cosinus ist auf (0, 7) injektiv, weswegen ¢ = ¢’ folgt. Wegen sin® # 0 erhal-
ten wir daraus cos ¢ = cos ¢’ und sinp = sing’. Die erste Gleichung hat neben
¢ = ¢ noch die Losung ¢ = —¢/, eingesetzt in die zweite ergibt sich jedoch
ein Widerspruch, was die Injektivitdt von Pj zeigt. Damit existiert die inverse
Abbildung P3_1: V' — U, und deren stetige Differenzierbarkeit folgt sofort aus
det Jp, (r, ,9) = —r?sin¥ # 0 von (b). Damit ist P3 € Diff(U, V) gezeigt.
Bemerkung: Es kann passieren, dass f € C*(U, V) bijektiv ist, aber dass f~' nicht differenzier-
bar ist, z.B. f: R — R mit f(z) = 2. Esist f~'(y) = (sgny) f‘/m, aber diese Funktion ist
nicht differenzierbar in y = 0. Ist jedoch f~! zumindest einmal stetig differenzierbar, so ist sie
automatisch genauso oft differenzierbar wie f selbst.

Aus b= (2,0,0)T = Py(r, ¢,9) ergibt sich r =2, 9 = 7/2 und ¢ = 0 und damit

- 1-1 -2-0-1 2-1-0 1 0 0
Jp3<2,0,§): 0-1 2-1-1 2.0-0|=(0 2 o0
0 0 -2-1 0 0 -2
Mit dem Satz iiber lokale Diffeomorphismen folgt dann
-1
. 10 0 1 20 0
Tp1(b) = (Jp3 (Pg‘l(b))) =02 o] =5fo1 0
0 0 -2 0 0 —1

i. Um die Notation aus dem Satz iiber implizite Funktionen zu verwenden, defi-
nieren wir die Funktion F': R* — R? durch

2 .2, .3, .2
Flu,v,2,y) = (3:1: y* +u’ +v 4>

202 — 3+ —v—1
mit der Jacobimatrix

3u? v 6z —2y
JF(u,v,%y):<2u -1 4z —3y2>’

Dies entspricht ¥ = m = 2 und n = 4 aus dem Satz; (u,v)T iibernimmt die
Rolle von z, (x,5)" die von y. Es ist F(1,1,1,1) = (0,0)™, und aus

3 2 6 -2

det( oF (1,1,1,1)):‘6 _2‘:—107&0.

ergibt sich
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Nach dem Satz existieren dann genau die behaupteten Umgebungen. Fiir die
Jacobimatrix von g in (1,1)T folgt

-1

()6 )-w6 )

ii. Schreibt man die Variablen von F' in der Reihenfolge y, v, x, u, so erh&lt man

(17 17 17 1)

—2y 2v 6z 3u?
JF(y,v,x,u) = <_3y2 -1 4x 2U> :

Es ist
6 3

det<%(l,l,l,l)> = ‘4 2‘ —0;

der Satz liber implizite Funktionen kann also nicht angewendet werden.

(b) Mit den Bezeichnungen aus dem Satz iiber implizite Funktionen ist hier k = 1,
m = 2 und n = 3; z iibernimmt die Rolle von z, (y,2)T die von y. Zunichst ist

F(0,0,0) = (0,0)T. Mit

2x + 2 cos —2z sin COS 2
JF(x>y> Z) = < Y Y >

5% + 2 cos z cos Y —2xsin z

folgt

OF 0 1
det(@(y,z>(0’0’°)> :'1 0‘:_”0’

d.h. nach dem Satz gibt es ein ¢ > 0 und eine C!'-Abbildung g: U.(0) — R2,
wobel U.(0) = (—¢,¢) C R, so dass F(z,g(z)) = 0 fur alle x € U.(0). Fiir die

Jacobimatrix von g ergibt sich

s=(toan) s~ )" ()- ()

Da g nur von einer Variablen abhéngt, kann man dafiir auch ¢’(0) schreiben.

Zusatz: Wegen der Wichtigkeit dieses Satzes sei hier noch einmal das einfachste Beispiel zusammen-
gefasst: Wir betrachten den Fall m = k = 1, d.h. n = 2, und die Funktion F': R" — R™, gegeben
durch F(z,y) = 2® + 4> — 1. Sei nun p = (z,9)" € R? mit F(p) = 0, d.h. p liegt auf der Ein-
heitskreislinie. Sofort rechnet man Jr(z,y) = (2z,2y) € R™*", also 9F(p)/d0y = 2y € R™*™. Ist
diese ,Matrix“ invertierbar, d.h. ist ¥ # 0, so lassen sich die y-Koordinaten der Punkte der Menge
M = {(z,y)" | F(z,y) = 0} lokal als C'-Funktion g der z-Koordinaten schreiben. Je nach Vorzeichen
von ¢ ist dies natiirlich  — /1 — z? oder z — —+/1 — x2. Anders ausgedriickt: Ist § # 0, so kann die
implizit gegebene Gleichung F(x,y) = 0 in einer Umgebung von p nach y aufgelost werden, d. h. es gibt
eine Funktion g, so dass y = g(x) in expliziter Form. Im Fall § = 0 gilt p = (1,0)T oder p = (—1,0)7,
und in diesen beiden Punkten kann die Kreislinie tatsdchlich nicht lokal durch eine Funktion in x be-
schrieben werden. Weiter ist Jy(z) = —(9F (p)/dy) *0F(p)/dx = —%/y, was nichts anderes als die
Steigung der Tangenten in p ist. Dasselbe Ergebnis erhilt man, wenn man #+/1 — z2 nach z ableitet.
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33. (a) Fiir f: U — Rist g := Vf = (01f,...,0uf)": U — R" eine Vektorfunktion. Fiir
deren Jacobimatrix ergibt sich
8191 (a;) e 8ngl (a;) 8181f(1’) e analf(x)
Jo(@) = ; ; = ; : = Hy(x),
d.h. Jyg(x) = Hy(z) fir alle z € U.

(b) Wir betrachten die Funktion g := Vf: U — R". Nach (a) gilt Jy(zoq) = Hy(z0),

und diese Matrix ist nach Voraussetzung invertierbar, d.h. nach dem Satz iiber
lokale Diffeomorphismen existiert eine Umgebung U C U von zg, so dass 9lg €
Diff (U, V) mit V := Bild g/
Dass zp € U ein kritischer Punkt von f ist, bedeutet, dass g(zp) = 0 gilt. Da
glg injektiv ist, ist g(x) # 0 fiir alle z € U \ {xo}. Wenn aber V f(x) nicht der
Nullvektor ist, dann ist auch df(z): R" — R nicht die Nullabbildung, also gilt
Rangdf(z) > 0. Damit ist df(z) surjektiv fur alle x € U \ {z¢}, d.h. alle diese =
sind reguldre Punkte von f.

34. Da U offen und v + T ein Diffeomorphismus ist, ist auch Uy := {T'u | u € U} offen,
und da z € U, ist zg := T~ 'z € Uy. Die Funktion F: Uy — R™ ist aus C', da f und
v+ T aus C! sind und w konstant ist. Ferner ist F'(z9) = f(T20) —w = f(2) —w =0
nach der Definition von w, und mit der Kettenregel folgt

JF(Z()) = Jf(TZQ) Jv»—»Tv(ZO) = Jf(Z)T.

Wir stellen nun explizit die Matrix T' = (t;;) auf. Dazu betrachten wir die i-te Kompo-
nente der beiden Seiten von Tej = er(;:

(Tej)i =D tilej)e=> tudje =ti, (ex())i = Oim(y)-
=1 =1
Damit erhalten wir
(JF()T) ;= D 0ufi(2)00n(sy = On(s fil2)
=1
also

Jr(20) = Jp(2)T = (0z1) f(2)s - - Orn) [ (2)) -

Nun sind aber die Vektoren 041y f(2),...,0x(n)f(2) nach Voraussetzung linear un-
abhéngig, d.h. die Teilmatrix (Or(p41)f(2);--;Orm)f(2)) € R™™ von Jp(z) ist in-
vertierbar. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existieren damit offene Umge-
bungen U; C R* von (20,1,...,z07k)T und Us € R™ von (zo7k+1,...,z07n)T und eine
C'-Abbildung g: U; — Us, so dass fiir alle £ € U; und 7 € Us

Fn) =0 < n=g().

Mit der Definition von F' schreibt sich die linke Gleichung als f(7T'({,n)) = w. Die
Aquivalenz besagt: Fiir ein ¢ € V := T(U; x Us) gilt f({) = w genau dann, wenn
C=T(T, g(&)T)T fiir ein € € Uy. In Formeln geschrieben heift das

P v ={r(,6)
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35.

Bemerkung: Die Aussage dieser Aufgabe verallgemeinert den Satz liber implizite Funktionen dahinge-
hend, dass F' in dem Punkt, in dem aufgel6st werden soll, nicht 0 sein muss und dass die m Koordinaten,
nach denen aufgelost werden soll, nicht die letzten m Stiick sein miissen. Statt dessen gilt jetzt allge-
meiner: Seien m,n € N mit m < n, U C R™ offen, F € C'(U,R™), Z € U und w = F(%). Ferner gelte
fir die m Indizes 1 < j1 < j2 < ... < jm < n, dass die Teilmatrix

(0, F(2),...,05, F(2)) e R"™*™

der Jacobimatrix Jr(z) € R™*™ invertierbar ist. Sind dann 1 < i1 < iz < ... < ip—m < n die fehlenden
n —m Indizes, d. h. es gilt {i1,...,9n—m}U{j1,---,4m} = {1,...,n}, so gibt es eine offene Umgebung

U Cc R™™ von (Zi,...,%,_,, )", eine offene Umgebung V' C R™ von (Zj,,..., %, )" und eine C'-
Funktion g: U’ — V', so dass fiir alle z € R™ mit (2,,...,2i,_, )" € U und (zj,,...,25,)" € V'
T
Fiz)=w <= (2, - %im) =9Zi, -1 Zin_)-

(a) Fir die Jacobimatrix gilt

_(2x 2y O
Jf(a;,y,z)— <0 2y 2Z>
Das Differential df(z,y, 2) ist genau dann surjektiv, wenn Jy(z,y, 2) vollen Rang,
also Rang 2 hat. Wir unterscheiden:
e = # 0 und z # 0: Dann gilt automatisch Rang J¢(x,y, 2) = 2.
e Entweder = 0 oder z = 0: Dann gilt Rang Jy(z,y,2) =2 <= y #0.
e =0 und z = 0: Dann gilt Rang J¢(z,y,2) < 1.
Zusammen ergibt sich: Das Differential df(z,y, z) ist genau dann surjektiv, wenn
hochstens eine der Koordinaten x, y oder z gleich 0 ist. Die Menge der reguléren
Punkte ist also RegP f = R3\ (4, U Ay U 4,) mit 4, = {(2,0,0)T | z € R},
Ay ={(0,4,00T |y € R} und A, := {(0,0,2)T | z € R}.
Fiir die reguldren Werte betrachten wir zunéchst
z € ]R} .
Ist also w € R? von keiner der drei Gestalten (z2,0)T, (y2,4%)T oder (0,22)T, so

2 2
sian={(5) [ee v} a0 ={ (%) |ver}. ran={(5)
, (v
enthilt f~1({w}) keinen Punkt aus A,, 4, oder A,, d.h. f~}({w}) C RegP f. Fiir

die Menge der reguldren Werte gilt also

RegW f = {(u,v)T €R?|u <0 oder v <0 oder (u,v>0 und u;év)}

Wegen (1,4)T € RegW f ist M = f~1({(1,4)T}) nach dem Satz vom reguliren
Wert eine Untermannigfaltigkeit des R? mit Dimension 3 — 2 = 1.

Im linken Diagramm sind die beiden Zylindermantel-Mengen {(z,y,2)T € R? |
22 +9? =1} und {(z,9,2)T € R3 | y2+22 = 4} gestrichelt und deren Schnittmenge
M durchgezogen dargestellt. Rechts wurde der zweite Zylinder durch {(z,y, 2)T €
R3 | y? + 22 = 1,001} ersetzt. Wiihlt man die rechte Seite gleich 1, dann beriihren
sich die vier entstehenden Spitzen, so dass zwei Uberkreuzungspunkte entstehen.

Zusatz: Wir betrachten die Menge M’ := f~*({(1,1)T}) und einen der beiden Uberkreuzungs-
punkte p’ := (0,1,0)T € M’. Wegen Rang J;(p') = 1 kann der Satz vom reguliren Wert nicht
angewendet werden. Und tatséchlich ist M’ keine Untermannigfaltigkeit des R?, weil die Eigen-
schaften aus der Definition der Untermannigfaltigkeit nicht erfiillt sind, denn: Nehmen wir an, es
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36.

gébe offene (0.B.d. A. zusammenhéngende) Mengen V C R™ und U C R mit p’ € V und einer
bijektiven stetigen Funktion ¢~': M NV — U. Die Einschrinkung gil|(Mm/)\{p/} bildet dann
bijektiv und stetig von (M NV)\ {p'} nach U\ {g7'(p")} ab. (M NV)\ {p'} besteht aus vier
Zusammenhangskomponenten, U \ {g~'(p')} jedoch fiir k = 1 nur aus zwei, fiir k¥ > 2 aus einer.

Dies steht im Widerspruch zur Stetigkeit von g~ *.

Wir definieren

und stellen fest:
Es gilt v(0) = p = (1,0,2)T.
Es gilt v(t) € M fiir alle ¢ in einem geeigneten Definitionsbereich.

7 ist eine C'-Funktion in einem geeigneten Definitionsbereich.

Fiir ¢ := /15/4 < 1 gilt y(+e) = (1/4, +¢,7/4)T und

SRR o rpreery e Y

Wir wihlen als Definitionsbereich I := (—¢,¢) C R und als Umgebung von p die
offene Menge V' := Us/4(p). Dann gilt nach Konstruktion v(I) = M NV.

Da M eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit ist, gilt auch dim 7, M = 1. Der
Tangentialraum besteht aus den Ableitungen aller Kurven in M durch p. Fiir die
Kurve 7 aus (b) gilt v(0) = p, d.h. 4/(0) = (0,1,0)" ist ein Tangentenvektor. Der
Tangentialraum ist also

0
T,M = span'(0) = vyl lyeR
0

Dasselbe ergibt sich, wenn man T, M = Kerndf(p) berechnet.

Wiéhle irgendeine Basis von W und ergénze sie zu einer Basis vom R™ (Basiser-
ganzungssatz). Wende das Gram-Schmidt-Verfahren auf diese Basis an, wodurch
eine ONB {ay,...,ax} von W und eine ONB {ay,...,ar}U{agi1,...,an} vom R”
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entsteht. Ferner seien v € R” und w € W mit v = Z?:l A;a; und w = Zle i@
Dann gilt (in |[...| sehr ausfiihrlich)

k
"U_w’Q— Z)\az Z,Ufzaz = Z - M az+ Z )\az
=1 i=k+1 2
k k
[: <Z(>‘Z_:ul)alvz()‘ _,ul 2> <Z Aiag, Z )\az>
=1 i=1 i=k+1 i=k+1
k n
+2<Z(Ai—ﬂz’)% Z )\iai>
=1 i=k+1
k k
=D (= ) ){ai, aj) Z Z Aidj{ai, aj)
i=1 J:1 i=k+1 j=k+1
k
+2Z Z /\ _:uz a27a9> :Z >\ _,uz Z >\2
i=1 j—k+1 i—1 i=k+1

Zu gegebenem v € R™ wird |v — w2 also genau dann minimal, wenn p; = \;. Mit

(aj,v <aZ,Z)\ aj> = Zn:/\j(ai,aj> =
j=1

gilt also
k

w = Z(ai,wai.
i=1
Dies zeigt die Existenz und die Eindeutigkeit. Ferner lesen wir in der Rechnung
v—w=> 7", (a;v)a; ab. Mit (b) folgt daraus v —w € W+,

(b) Wir zeigen, dass Bt ein Unterraum ist: Klarerweise gilt 0 € B*. Seien v,w €
Bt und A\, p € R. Fiir jedes b € B gilt dann (b,v) = (b,w) = 0, und wegen
der Linearitat des Skalarprodukts im zweiten Faktor auch (b, \v + pw) = 0, d.h.
v+ pw € Bt
Wir zeigen R™ = span B @ B*: Analog zu (a) seien {ai,...,a;} eine ONB von
span B und {a1,...,ax}U{ags1,...,a,} eine ONB vom R". Ferner sei v € R™ mit
v=">Y " e =v+0" 0 = Zle Aia; und 0" = 37" Na;. Nach Konstruktion
gilt v’ € span B und v” € B, denn jede Linearkombination der aj1,...,a, steht
senkrecht auf jeder Linearkombination der aq,...,a;. Damit folgt R"™ = span B +
Bt Ist v € span B, so gilt v = 0, und ist v € B, so gilt v/ = 0. Zusammen
erhalten wir v = v/ +v” = 0, d. h. die Summe ist direkt.

Schlieflich zu (BL)L = span B: ,,C*: Die vorige Rechnung hat insbesondere auch
span B L B* gezeigt. Das bedeutet aber, dass von den beiden Vektorrdume span B
und BT der eine jeweils das orthogonale Komplement des anderen ist, d.h. es gilt

(B+)* = span B.

37. (a) i. Wir definieren die Nebenbedingung g(z) = z1-- -z, — 1. Dann sind f,g €
CHR™) und M = g1 ({0}) N[0, 0)", und es gilt

Jy(z) = (H?:l,i;él Ty oo H?:l,i;én 517@)
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ii.

Jeder Eintrag dieser Jacobimatrix ist von 0 verschieden, denn aus z; = 0 fiir
eini € {1,...,n} folgt g(z) = —1, d.h. z ¢ M. Somit hat J,(z) fir alle z € M
maximalen Rang, d.h. 0 ist reguldrer Wert von g, so dass folgt: Besitzt f in
Z ein Maximum unter der Nebenbedingung € M, so gibt es einen Lagrange-
Multiplikator A, so dass

1 [T, i1 @i
V@) —AVg@)=|:]-A :
1 H?:l,i;én T

Wenn wir die k-te Komponente mit Zp > 0 durchmultiplizieren, muss also fiir

alle k € {1,...,n}
Az =2
i=1

gelten. Da die linke Seite nicht von k£ abhéngt, miissen alle Komponenten von
T gleich sein, und mit g(z) = 0 folgt 7 = (1,...,1)T und f(z) = n.

Nun definieren wir fiir m € N den Quader @,, := [0,m]” C R". Dieser ist
abgeschlossen und beschriankt, also kompakt; ferner ist M abgeschlossen, d. h.
M., == M N Q,, fiir jedes m € N kompakt (sieche Zusatz von Aufgabe 19. (a)).
Die Funktion f,, := f|as,, nimmt also ein globales Minimum an. Der Rand
von M,, als Teilmenge von M ist M NOQ.,, = {z € Qp, | z; = m fur ein i}.
Fiir ein solches x gilt jedoch f,,(x) > m = f(z), d.h. f,, nimmt ihr globales
Minimum nicht auf M N 0Q,,, an. Damit muss sie es in Z annehmen, genauso
wie schlieklich auch f selbst.

=0.

Fir zy,...,2, > 0 gilt nach i.
n n
Hmizl — Zazizn.
i=1 i=1

Seien nun aq, ..., a, > 0 beliebig und definiere x; := a;/{/a; - - - a,. Dann ist

also

n

a; 1
E nilZn bzw. Yay--a, < —(a1+ ...+ a,).
=1 at - ap n

(b) Aufgrund der Symmetrie hat ein solcher Quader @ acht Eckpunkte der Form
(£x,+y,+2)" mit 2,y,z > 0, und einer der Eckpunkte besitzt nur nicht-negative
Koordinaten. Ist jedoch eine Koordinate 0, so ist das Volumen ebenfalls 0, also
sicher nicht maximal. Gesucht ist daher das Maximum der Funktion

f(x,y,2) =8xyz, =x,y,2>0,

die das Volumen des Quaders beschreibt, unter der Nebenbedingung

2 2 22

x Y
9(2,y,2) = 5 + 35+ 5 ;
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néamlich dass die Eckpunkte auf dem Ellipsoid liegen. Es ist f, ¢ € C! und
_(2x 2y 2z
Jg(iﬂayaz) = (a_2 b_2 §>

mit maximalem Rang, denn x = y = z = 0 erfiillt nicht die Nebenbedingung. Somit
ist 0 ein reguldrer Wert von g, und es gilt: Besitzt f in (Z,7,2)" ein Maximum unter
der Nebenbedingung ¢(z,7,z) = 0, so gibt es einen Lagrange-Multiplikator A, so

dass
8z — 2A\%/a* 0
Vf(z,5,2) — AVg(Z,7,2) = | 82 —2A5/6* | = | 0
8Ty — 22z /c? 0

Wenn wir die erste Komponente mit Z, die zweite mit § und die dritte mit z
multiplizieren und alles addieren, erhalten wir
2\72 22y 2)\72
Y 8apr — bf 4 8EGE — O — o4zgz — A,
c

o =
wobei wir die Nebenbedingung verwendet haben. Setzen wir also 2\ = 24zyZz in die
urspriingliche Gleichung ein, so erhalten wir

0 =8zyz —

a2

0 87z — 247°7%/a’ 872(1 — 3%2 /a?)
0] = [ 8zz —24zy%z/6* | = [ 8zz(1 — 3y%/b%) |,
0 87y — 247722/ c? 8zy(1 — 322 /c?)

d.h. es folgt Z = a/V/3, ¥ = b/v/3 und z = ¢/\/3. Da f stetig auf der kompakten
Menge {(z,y,2)T € R* | z,y,2 >0, g(z,y,2) = 0} und auf dem Rand der Menge 0
ist, muss f im gefundenen kritischen Punkt ihr Maximum annehmen. Das maximale

Volumen ist also
B Sabc

=37

38. Da f stetig und K kompakt ist, nimmt f ein globales Minimum und ein globales Ma-
ximum an. Wir suchen zuerst nach Minima und Maxima von f|ge und danach nach
solchen von f|sx.

[(Z,9,%)

e Es gilt flgo € CL. Fiir z € K° ist
[ 18z —4xy (18 —4
Vi) = <—49¢1 + 12;1:2> - <—4 12) v
Da die Matrix regular ist, hat V f(z) = 0 nur die triviale Losung Z = 0. Einsetzen

liefert sofort f(z) = 0.

e OK wird durch die Nebenbedingung g(z) = |z|3 — 1 = 0 charakterisiert. Es gilt
f,g €C! und
Jg(x) = (2:171 2:1:2)

mit maximalem Rang, da 1 = x9 = 0 nicht die Nebenbedingung erfiillt. Also ist
0 ein reguldarer Wert von ¢, und es gilt: Besitzt f in Z ein Extremum unter der
Nebenbedingung ¢(Z) = 0, so gibt es einen Lagrange-Multiplikator A, so dass

Vf(z)—AVg(z) = <ii I;) T —2\T = (18_—42/\ 12—_42)\> 7= (8) )
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39.

Damit dieses Gleichungssystem nicht-triviale Losungen hat, muss

18 — 2 —4

_ (18— I )
—4 12—2)\‘_(18 20)(12 — 2)) — 16 = 4(\? — 15X+ 50) = 0

gelten. Dies ist wegen

+4/22 50 =

15 225
A= —
2 4

Sk
|_|_
M| o

fur A = 5 oder A = 10 erfillt.

Fir A = 5 rechnen wir

8 T = 0 — I=a L a€R
-4 2 ~\0 N 2) '
Normieren (so dass g(z) = 0 gilt) ergibt

I=+ <1> mit f(i):9_857+24:5.

Sl

Fir A = 10 rechnen wir

(2 )e-(0) = s=o(2). nem

Normieren (so dass ¢g(z) = 0 gilt) ergibt

1 36 +8+6
j:iﬁ<_21> mit f(j):%:w.

Vergleichen der Funktionswerte ergibt: f besitzt ein globales Minimum vom Wert 0
in (0,0)T und zwei globale Maxima vom Wert 10 in +(2/y/5, —1/y/5)T. Es gilt also
max{f(z) |z € K} =10 und min{f(x) |z € K} = 0.

Bemerkung: Schreibt man f als quadratische Form einer symmetrischen Matrix A € R?*?, also

f)=2"Az mit A= (_92 _62> ,

so rechnet man sofort nach, dass A positiv definit ist, d.h. z3 = f(z1,z2) beschreibt ein Paraboloid im
R?. Dies stimmt mit der Tatsache iiberein, dass f in (0,0)T ein Minimum besitzt.

(a) Wir zeigen die Aussage i., also dass (U, Vi, ) fiir jedes p € S\ {e,} eine lokale
Parametrisierung von S um p ist:
e p e Vyist klar, da S\ {e,} C R™\ {e,n}.
e Wegen SNV, =S\ {e,} ist zu zeigen, dass p: R*~1 — S\ {e,} bijektiv ist.
Dazu zeigen wir, dass

1 Y1

== | | ves\(al).
Yn—1
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die Umkehrfunktion von ) ist. Es ist

Yyttt 12

h(y)|; = A2 Qg eeen lyla =1,
d.h. fir k e {1,...,n— 1} gilt
o 2m(y) 2(1 — yn)yk B
b)) = TR T T st ()

sowie ) Iy -1 _ (1—y2) — (1 —y,)? _
L+RIE ~ T+ T 5)

Dies zeigt, dass ¢ o h = idg\ (e, }- Andersherum gilt fiir z € Rr1

n -

Un(h(y))

Y1()

IS S e _\x!%—l)‘l 2 _
M) = @) _<1 R
n—1

d.h. h o = idgn-1. Damit ist ¢ bijektiv mit ¢)~! = h.
e Die angegebene Funktion h: S NV, — U ist offensichtlich stetig.

e Aus (b) folgt det(Jy(z)T Jy(z)) > 0 fiir alle z € R"1, d.h. J,(x) hat vollen
Rang, so dass dy(x) € L(R™!,R") injektiv fiir alle z € R™! ist.

(b) Fiir z € R* ! und k € {1,...,n — 1} rechnen wir

2 2(1 + |[2[3) 0k — 220k (1 + |2|3)  2(1 + |z[3)ex — dapa

0 —
P (1+ |f2)2 (1+]z[3)2

und

23 =1 (423023 — 1) — (=[5 — 1)k + |2[3)

k —_—
1+ |zf3 (1+[z3)
21+ [zP)ak — 2(Jw)3 — Doy Ay
(1+ [z[3)? (1+[zf3)?

Damit folgt

2x 2x
1+ |3 1+ |zf3
Jy(x) = 81 (9_1
v(@) 23 -1 e N
1+ |23 1+ |3

- 1 2(1 + |z)2)1 — 4zt
(14 |z[3)? 42T

1 <2(1 + 221 - 4me>

und analog
J = —>
o) = T e 4T

34



AMV-LOSUNGEN AUFGABEN 39-40

40.

d. h.
1
(1+ [[3)?
1
(1+ [z]3)?

Jy(2)T = (2(1 + )1 — daa” 43;) ,

Jo(x)t = <2(1 + 231 — 4z —4x) .

Multiplikation ergibt

2
Ty ()" Ty (z) = FEDE <(2(1 + |z)3)1 — 4:13:17T) + 16me)
2

1

T (At 2B <4(1+’x‘%)21 — 16(1+|z[3)za” + 16 v + 16m;T>
1 4

= (40 +z3)%1) = —=1.

e (0T ) =

Die Rechnung fiir J, ()T J,(z) verlduft exakt genauso.

Falls I\ (I; U---UI;) = 0, wahlen wir £ = 0. Ansonsten seien a,,b, € R™ fir
k € {0,...,k} definiert durch I = (ag,bo] und I, = (ax, b fir k € {1,...,k}.
Daraus bilden die Mengen (Zerlegungen) Z, = {af,...,a},bg,..., b} fir v €

{1,...,n}. Durch Sortieren und Entfernen doppelter Elemente schreiben wir Z, =
{zv0,. .+, 2um, } mit my, = |Z,) — 1 und 2z, -1 < 2, fir p € {1,...,m,}.
Ferner definieren wir Jy,, ., = (2101, 21,m) X =+ X (Znpn—1:Znpn] € Qn fiir

wy €{1,....my}, ve{l,...,n}
Mit dieser Konstruktion gilt: Fiir alle x € {0,...,k} gibt es Indexmengen M, C
{1,...,m1} x -+ x{1,...,my,}, so dass

I= U jm,...,un und I, = U jm,...,un Vee{l,...,k}.
(B, ptm ) EMo (K15 pin ) EM

Damit folgt

IN(LU---Ul) = U jul,...,un,
(/1/17"'7M7L)EMO\(M1U'“UM7€)

was zu zeigen war.
Bemerkung: Ein anderer, dem Skript &hnlicherer Beweis ist der folgende: Nach de Morgan gilt

k
IN(LU-Ulg) = () I\ L.

k=1

Nun ist aber nach Skript I \ I., sofern 1,1, € @, eine disjunkte Vereinigung endlich vieler
halboffener Quader, d.h.

k Mk
IN(LU-ULy) =) oy
k=1 p=1
Mit dem Distributivgesetz folgt weiter
IN(hWU---UIy) = U () T -

Ebenfalls nach Skript ist Jy, ... ., = ﬂﬁzl J,u,, Wieder ein halboffener Quader. Nun argumen-
tieren wir noch, warum die Vereinigung disjunkt ist: Ist némlich (g1, ..., px) # (v1,. .., V), etwa

e F Vi, 80 gilt Juy . u, C j,i,,m und Jy, ... C j,i,l,m und da Jx,,, und jn,um disjunkt sind,
folgt die Behauptung.

,,,,,
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AUFGABEN 40-41 AMV-LOSUNGEN

(b) An der nebenstehenden Skizze lesen wir fiir Skizze:
I'\ (I U I3) die mogliche Zerlegung T2
I\(11U[2)=J1L.JJ2L.JJ3L.JJ4 E I
' 1
mit i
Ji=(0,1] x (1,5], Jo=(1,2] x (0,5], R
Js = (2,3] x (0,3], Ji=(3,4] x (0,5]
I
ab. Selbstversténdlich ist die Zerlegung nicht i —[ 1
eindeutig und wurde auch nicht dem Beweis -
aus (a) folgend konstruiert. Letzteres hétte
deutlich mehr Quader erzeugt.
41. Fiir alle n € Ng und k,¢ € {1,...,2"} definieren wir den halboffenen Quader
Lnpe=((k=1)-27" k- 27" x (L —=1)-27"£-27"] € Q2.
Ferner definieren wir fiir alle n € Ny und & € {1,...,2"} die Dreiecke
Dy = {(m,y)T €lnkk ‘ y < a:} Cc M.
Dann gilt Dg; = M, und fiir jedes n € Ng und k € {1,...,2"} ist
Dy i = Int1 2k,2k—1 U Dyt 26—1 U Dyt ok -
Yy Yy 5 Yy DS,S/
L 24 w D3»7]ﬁ']
D D, ] Iys
1,2 0243 ]j‘ 5 6’5’
E‘ _________ DQ,% _________ P . 6,
b Lo Dyy - D3 I]L—]
L, I 1.7 L 3,4,3
D e[ flan L L m :

Damit ist rekursiv eine Zerlegung von M in abzahlbar viele disjunkte Quader definiert,
namlich

oo 2n7!
M = U U I ok 261
n=1 k=1
und es gilt
S5 S S 11y 1
M=) "> Lokaeal =) Y 272n=) 27" 1= 2 Z<§> =
n=1 k=1 n=1 k=1 ne1 =

Bemerkung: Natiirlich ist dieses Ergebnis keine grofie Uberraschung, denn schlieklich muss der Flichen-
inhalt gleich dem Wert des klassischen Riemann-Integrals fol xdz =1/2 sein.
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AMV-LOSUNGEN AUFGABEN 41-42

42. (a)

In Aufgabe 37 (a)i. wurde fiir ¢y, ..., ¢, > 0 die Ungleichung

n 1
\/cl---cngﬁ(cl—i-...—kcn)

bewiesen. (Fiir den etwas allgemeineren Fall c¢i,...,¢, > 0 ist sie offenbar auch
wahr.) Ist I = (a,b] € Q, mit a,b € R, so setzen wir ¢; = (b — az)?> > 0 und

erhalten Y
n n 1 n
_ 2 < _ 2
(H(bk ax) ) = > (b — ar)?.

k=1 k=1

Potenzieren mit n/2 liefert

n n n/2
1] =TT (ox — ar) <2 <Z<bk - ak>2> =n~"?(diam I)",

k=1 k=1

denn offenbar ist diam I die Ldnge der Raumdiagonalen. Fiir einen Wiirfel W gilt
c1 =...=c, =2, und beide Seiten der Ungleichung sind ¢2. Damit folgt auch die
zu zeigende Gleichheit.

Ist I = (a,b] € Qn mit a,b € R", so setze { = min{b; —a; | j € {1,...,n}}. Fiir
¢ =0ist I =0, und es ist nichts zu zeigen. Ansonsten definiere m; = [(b; — a;)//]
fir j € {1,...,n}. Dann kann I von k = my ---m, Wiirfeln mit Kantenldnge ¢

iiberdeckt werden, also von verschobenen Kopien des Wiirfels W = (a1, a1 + €] x
-+ X (an, an + £]. Wir bezeichnen sie mit {W; |i € {1,...,k}}, und es gilt

k
> Wil = ke
=1

= [10; —aj+0 < T[b; —aj +b; —aj) =2"]1].
j=1 =1

n

" Th: — as
Hlmjezj];[jif g‘ﬂﬁg

j=

Nach Definition ist A C R™ genau dann eine Nullmenge, wenn \*(A4) = 0, d. h.

k=1

Ay €Qn, AC UAk}:O.

k=1

Das ist wegen der Infimumseigenschaft dquivalent zu: Zu jedem ¢ > 0 gibt es
I € Qp fir ke Nmit A C Upe Iy und >0, [Ii] <e.

,=—" Seien also A eine Nullmenge und € > 0. Dann gibt es I € @, fiir k¥ € N mit
ACUply Iy und "2, [Ix]| < e. Nach (b) gibt es zu jedem I}, endlich viele Wiirfel
Wiy oo, Wim, € @p mit I, C U;lkl Wi; und

my my
S a2 (diam (W) 2 ST Wil < 2714
i=1 i=1

Multiplikation mit n"/2 und Summation iiber k liefert

0o mp %)
Z Z(diam(Wk,i))n < Z 2| I < 22 =: &'
k=1 i=1 k=1
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AUFGABEN 42-43 AMV-LOSUNGEN

43.

Die abzéhlbare Menge {W},;} erfiillt also die Behauptung fiir ¢’.

»<=" Selen also A € R", ¢ > 0 und Ay C R” fir k € N mit A C ;2 A; und
Y neq(diam(Ag))" < e. Wihle x), € A beliebig; dann gilt Ay C Bgiam(a,)(7x) =
K}, und diam(K}) = 2diam(Ag). Nun definiere den Wiirfel

n

Wi, = H <x% — diam(Ky), x}, + diam(Kk)} €Qn

v=1

mit Wy, O K. Dann gilt A C |Jp2; Wy und

o0 [e.e] o0
Z|Wk| :Z(Zdlam Ky)) Z (diam(Ay))" < 4" =: €.
k=1 k=1 k=1

Da ¢’ beliebig ist, ist A eine Nullmenge.

Wegen f € C! sind alle partiellen Ableitungen Oy fi: D — R stetig. Daher ist
auch Jp: D — R™", also  — Jg(x) stetig; ebenso natiirlich das zugehérige
Differential df: D — L(R"™,R"), also 2 — df(z). Die Einschrankung d f|x auf die
kompakte Menge K ist immer noch stetig und dort beschrénkt, es existiert also die
Operatornorm L := ||df|x||. Mit dem Schrankensatz 9.21 folgt dann

[F@+v) = f@)], < max{[|af(z + )| | ¢ € 0,1} o]z < Livlz,

sofern © € K und = +v € K. (Da K konvex ist, gilt dann auch = + tv € K fiir
alle t € [0,1].) Ersetzt man v durch y — x, so entsteht die Lipschitz-Stetigkeit mit
Konstante L.

Die Inklusion ,,>* ist trivial, da D D K fiir alle K € Q nach Definition. Um ,,C* zu
zeigen, sei x € D. Da D offen ist, gibt es ein € > 0, so dass U.(z) C D (beziiglich
dy). Sei nun K = [z1 — 6,21 +6] X - - - X [2, — 0, 2, + 6. Damit K C Ue(x) erfiillt ist,
muss 6 > 0 klein genug gewihlt werden: Die Raumdiagonale von K hat die Linge

2y/nd, der Durchmesser von U, (x) ist 2e. Wéhle also § mit 0 < 0 < e//n.

Da @ dicht in R liegt, gibt es fiir alle ¢ € {1,...,n} eine Zahl a; € Q mit z; — 6 <
a; < x; und analog b; € Q mit z; < b; < x; + 0. Dadurch werden zwei Vektoren
a,b € Q" definiert, und es gilt Q@ 3 K := [a,b] C K C U.(z) C D mit z € K.
Seien A C D eine Nullmenge und K € Q. Dann ist auch A N K eine Nullmenge,
d. h. fiir jedes € > 0 gibt es nach Aufgabe 42. (c) abzahlbar viele Mengen Ay € D
mit ANK C Jg2;(Ax N K) und 72 | (diam(A; N K))™ < . Fiir je zwei Punkte
z,y € A N K gilt

|f(x) = f(y)|, < Ll — ylo < Ldiam(4; N K),

da f auf A; N K Lipschitz-stetig ist. Ubergang zum Supremum liefert schlieklich
diam(f(Ax N K)) < Ldiam(A; N K).

Damit folgt nun ;2 (diam(f(Ax N K)))" < L™ =: ¢/, d.h. Uz~ f(Ax N K) ist
eine Nullmenge. Da Funktionsauswertung und Vereinigung miteinander vertauscht
werden konnen, ist ist letzte Menge gerade f(ANK). f(AN K) ist also fiir jeden
Quader K € Q eine Nullmenge.
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AMV-LOSUNGEN AUFGABEN 43-45

Nach (b) gilt jedoch D = UKeQ K. Wegen A C D folgt damit

f(A):f(AmD):f(Aﬂ U K) :f<U (AmK)) = |J fAnK).

Ked KeQ KeQ

Nun ist aber Q eine Teilmenge von Q" x Q™, und dies ist ein kartesisches Pro-
dukt abzdhlbarer Mengen, also selbst abzéhlbar. f(A) ist damit die abzéhlbare
Vereinigung der Nullmengen f(AN K), d.h. wieder eine Nullmenge.

44. (a) Fire > O seien Iy € Qp, £ € N, mit A C U2, Ir und > 2, || < e Fir Re N
definieren wir B = A x (=R, R]™ c R¥*™ und Jre = 11 x (=R, R|"™ € Qp+4m.
Dann gilt Br C ey Jre und > 02, [Jrel = Y oq Le|(2R)™ = (2R)™e = €’. Also
ist Bg fiir jedes R € N eine Nullmenge. Nun ist aber A x R™ = |J%_, Br eine
abzahlbare Vereinigung von Nullmengen, also selbst eine Nullmenge.

(b) Seien I = (a,b] € Q, mit a,b € R™ und e = (1,...,1)T € R". Wir definieren
As = (a,b+ de) und stellen fest: As ist offen; I C As fiir alle 6 > 0; A(As) =
[T (b; + 6 — a;). (Falls letzteres nicht bekannt sein sollte: J = (¢, d) mit ¢,d € R”
ist offen und daher messbar, und es gilt A\(J) = [[;"(d; — ¢), wie die Beziechung
J = Upen(c,d — (1/k)e] und Aufgabe 45. (a) iii. zeigen.)

Mit Aufgabe 45. (a)ii. folgt dann A(As \ I) = [[;=,(b;i + 0 — ai) — [[i,(bi — ;).
Dieser Ausdruck konvergiert aber fiir § — 0 gegen 0, d.h. zu jedem € > 0 gibt es
ein § > 0 mit A\(As \ I) < e. Dann ist O = Aj; eine solche gesuchte offene Menge.

45. (a) 1. Esist

ﬂAk:R”\<1R"\ ﬂAk> =R"\ [J@®"\ 4x) e M,

keN keN keN

denn nach dem Hauptsatz sind Komplemente und abzahlbare Vereinigungen
messbarer Mengen messbar. (Damit folgt sofort die Messbarkeit von A N B.)
Ferner gilt A\ B= AN (R"\ B) € M.

ii. Aus A= (ANB)U(A\B) und AN B = B folgt mit der Additivitat des MaRes
AA) = A(B) + A(A\ B) und daraus die Behauptung, da das Subtrahieren von
A(B) € R eine Aquivalenzumformung ist.

iii. Wir setzen By = A; und Biiqp = Agy1 \ Ag fir alle & € N. Dann sind die
messbaren Mengen B; paarweise disjunkt, und es gilt

A
k=1

(@

B, und UBszm.

k=1 k=1

Damit folgt

A(U Ak> :A<U Bk> = A(Bx)

keN keN keN

= lim » A(By) = lim A(U Bk> = lim A(An).
k=1 k=1
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AUFGABEN 45-46 AMV-LOSUNGEN

46.

(b)

(b)

iv. Aus Ag D Agyq folgt A; \ Ax C Ay \ Ak und mit iii.

A(U (A1 \Ak>) = Jim A(A1\ Ap).

keN

Formt man die linke Seite nach de Morgan um und benutzt ii., so folgt

(A1) = A ( N Ak) = ny_l}loo()\(Aﬁ —AMAn)) -

keN

(Man iiberlege sich, dass die Voraussetzungen fiir ii. erfiillt sind.) Subtraktion
von A\(4;7) < oo und Multiplikation mit —1 liefert die Behauptung.

Wir wéhlen Ay = (k,00) C R, also Ay D Agy1. Diese Mengen sind offen, also
A € M, und es gilt \(Ax) = oo fiir alle & € N. Daraus folgt natiirlich sofort
limy_,o0 A(A) = co. Allerdings ist (,cn Ar = 0, denn: Fiir ein = aus dem Schnitt
miisste x € Ag fiir jedes k gelten, d.h. z miisste grofer als jede natiirliche Zahl
sein, was ein Widerspruch ist. Wegen A(0)) = 0 folgt

A(ﬂ Ak> # lim A(An).

keN

Fir A = 0 ist A\f die Nullfunktion, d.h. {\f > ¢} ist messbar, ndmlich B fiir

¢ < 0 und @ fiir ¢ > 0. Ferner ist g genau dann messbar, wenn —¢g messbar ist,
denn {g > ¢} = {—g < —c}. Im Folgenden sei also 0.B.d. A. A > 0. Es ist aber
{\f >c} ={f > c¢/\}, und da f messbar ist, ist es auch Af.

Gemif den Rechenregeln auf IR setzen wir

flx)+g(x) fir f(z),9(z) €R,

00 fir f(z) € R und g(z) = oo,

00 fir f(z) =00 und g(z) € R,
(f +9)(@) == 4 o0 fiir £(2) = g(x) = o0,

—00 fir f(z) € R und g(z) = —o0,

—00 fir f(z) = —oo0 und g¢(z) € R,

—00 fir f(z) =g(z) = —o0

Dies zeigt die Wohldefiniertheit von f + g.

Ist f(z) < g(x) fiir z € B, so gibt es ein ¢ € Q mit f(x) < ¢ < g(z), da Q
dicht in R liegt. Daher gilt {f < g} = U,cq({f < ¢} N{g < g}). Da f und g
messbare Funktionen sind, sind {f < ¢} und {q¢ < g} messbare Mengen, ebenso
deren Schnitt. {f < g} ist also die abzéhlbare Vereinigung messbarer Mengen und
damit selbst messbar.

Nach (a) ist aber auch —g messbar, d.h. {—g < ¢’} ist messbar fiir alle ¢ € R,
ebenso {—g + ¢ < ¢ + ¢} fiir alle ¢ + ¢, d. h. die Funktion —g + ¢ ist messbar. Also
ist {f < —g+c} ={f+ g <c} messbar, und damit auch f + g.
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47. Seien f = E];:l Yaly, und g = Zé:l 231z, mit jeweils paarweise verschiedenen Werten
Y1y Yr > 0und 21,...,2¢ > 0 und Zerlegungen Y U---UY, = Z; U---UZ, = B in
messbare Mengen. Dann ist

k ¢
F=f+g=> yaly,+ Y 2slz,
a=1 p=1
¢ ¢ k koot
= YD vanzs + D28 vanzy = D> (Wa + 28)lvanz,
a=1 B=1 B=1 a=1 a=1 =1

Die so entstandenen Funktionswerte y, 4 z3 von F' miissen nicht zwangslédufig paarweise
verschieden sein. Um dies zu erreichen, wahlen wir wy,...,w, > 0 paarweise verschie-
den, so dass

k l
U U{ya+zﬁ}:{wlv"'awm}a
a=1 =1

und setzen fiir alle v € {1,...,m}

W, ={F =w,} = U (Yan Zg).

(B)EL, X {1, 0}
Yatzp=wy

Dann ist Wi U---UW,, = B, und I = Z::;l wy Ly, ist eine Elementarfunktion, weil
W, als endliche Vereinigung von Schnitten endlich vieler messbarer Mengen messbar ist.

Es folgt (mit sehr ausfiihrlicher Rechnung)

m

Z wA(F Z w A (F~Hw,y)) = Z wyA(W5)
weF (B) ~y=1
=> w, > (Yo N Zg) = > (Yoo + 28)A(Ya N Z3)
=1 (a,B)e{l,..k}x{L,....¢} (@,B)e{L,.. .k} x{1,...0}
Yat+2z=wy
k ko0
=> ) yaAYan Zp) + Z Z 25\ (Yo N Zp)
a=1p=1 a=1pB=1
k l
= Zya)\<U Yo N Zg) ) +225A<U (Yo mzﬁ)>
a=1 p=1 a=1
k )4
= Z yOz)‘(Ya) + Z zﬁ)‘(zﬁ) = Z yaA(f_l(ya)) + Z ZBA(Q !
a=1 B=1 a=1 B=1
= AW+ DD A g7 (R)
yef(B) z€g(B)

Obwohl alle vorkommenden Summationen endlich sind, kénnen die Werte der Summen
unendlich werden, weil die Mafe der Mengen unendlich sein kénnen. Da aber alle yq,, 23
und w, nichtnegativ sind, treten keine undefinierten Ausdriicke wie z. B. oo — oo auf.
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48.

49.

Bemerkung: Die Nichtnegativitdt von f und g ist notwendig, wie das Gegenbeispiel B=R, f =a >0
und g = b < 0 beweist. Rechts entsteht dann der undefinierte Ausdruck co — co.

(a)

(b)
()

(a)

(b)

Wir betrachten die Mengen U(f) = {(z%,y)T € R*™! |z € R*, 0 < y < f(z)}
und U(g) = {(zT,y)T e R™*! |z € R", 0 < y < g(z)}. Wegen f < g fast iiberall
ist N =U(f)\ U(g) eine Nullmenge. Offenbar ist U(f) C U(g) UN, d.h.

[1=200) MO ON) =ME©) + 3 =20) = [ 4.

Aus f = g fast iiberall folgt f < g fast iiberall und g < f fast iiberall, also mit (a)
[f<[gund [g< [ [, dh zusammen [f= [g.

Fiir 41 = 0 ist nichts zu zeigen; gelte also p > 0. Sei zunéchst f € E(R™) eine nicht-
negative Elementarfunktion, d.h. f = >}" | y,1p, mit paarweise verschiedenen
Zahlen yq, ..., ym > 0 und paarweise disjunkten, messbaren Mengen By, ..., B, C
R™. Dann ist puf =Y - (1yx)1p, ebenfalls eine Elementarfunktion, und es gilt

[ = YN B) = > A B =n [ £
k=1

k=1

Sei nun (f,), eine Folge nicht-negativer Elementarfunktionen f, € £(R"™), die mo-
noton wachsend gegen f konvergiert. Dann konvergiert (1f,), monoton wachsend
gegen puf, d.h. pf ist messbar. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz kon-
vergiert schlieflich die linke Seite von [ puf, = p [ f, gegen [ pf und die rechte
gegen [ f, was die Behauptung beweist.

i. Dies ist gerade die Definition von relativ offen. Aber wir zeigen es noch einmal
explizit: Seien also € R* und y € A,. (Selbstverstindlich kann A, leer sein,
aber dann ist nichts zu zeigen.) Dann ist z = (z7,yT)" € A, und da A offen
ist, gibt es eine offene Umgebung um z in A, die 0. B.d. A. von der Form U x V'
ist, d.h. U x V € Amit U ¢ R¥ und V ¢ R™. Dann ist aber U eine offene
Umgebung von z in A,, d.h. A, ist offen im R™.

ii. Sei A eine Gs-Menge, d.h. es gebe offene Mengen Uy,Us,... C R mit A =
Mien Ui- Nach i. ist dann aber auch jedes (U;), offen im R™, d. h. (), (Us)z =
A, ist ebenfalls eine G§-Menge.

Sei zunéchst f € £(R™) nicht-negativ, d.h. es gebe paarweise verschiedene Zahlen
wi, ..., wp > 0 und paarweise disjunkte, messbare Mengen By, ..., By, so dass f =
Zi:l wa1lp,. Dann gilt f, = Eﬂ:l wal(B,),  Nach dem Prinzip von Cavalieri ist
nun (B,), fiir fast alle z € R* messbar, d. h. (B,), ist messbar fiir alle z € R*\ N,
mit einer Nullmenge N,, C R¥. Damit ist f, messbar fiir alle € ﬂf;:l(le\Na) =
RF\ N mit einer Nullmenge N = Uf;:l N, C R,

Wir erhalten also: Ist f € £(R™) eine nicht-negative Elementarfunktion, so ist die
durch f.(y) = f(z,y) gegebene Funktion f,: R™ — [0,00] fiir fast alle z € R*
messbar und wegen des endlichen Bildes eine Elementarfunktion.

Seien nun f: R™ — [0, 00] messbar und (f,), eine Folge von nicht-negativen Ele-
mentarfunktionen f, € £(R"™) mit f, — f monoton wachsend. Dann gibt es ge-
méf der vorigen Rechnung Nullmengen N, C R”, so dass (f,). € £(R™) fiir alle
z € RF \ N,. Das bedeutet aber, dass (f,), — fr monoton wachsend fiir alle
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50.

r € RF\ N mit N = U,ex Vo Da N als abzihlbare Vereinigung von Nullmengen
wieder eine Nullmenge ist, sind fast alle f, die Grenzfunktion monoton wachsender
Elementarfunktionen. Also ist f, messbar fiir fast alle z € R”.

Seien I}, € @, fiir k € N halboffene Quader mit (J, ¢ Ix O A. Dann sind auch 71},
halboffene Quader, und diese iiberdecken die Menge rA, denn zu x € A gibt es ein
k € N, so dass x € I, und dann folgt rx € rI. Ferner gilt

o0 o0 n o0 n o0
Sornel =Y [ [0bei —rars) =™ > [ [ ki — aws) =™ > 1Tl ,
k=1 k=1:1=1 k=1:1=1 k=1

wobei beide Seiten auch unendlich sein diirfen.

Daraus erhalten wir: Gibt es zu einem M € [0, 00| eine Uberdeckung (I), von A
mit Y, cn k] < M, dann gibt es eine Uberdeckung von rA mit Inhalt héchstens
r" M, namlich z. B. (rI});. Das bedeutet A\*(rA) < r"\*(A). Damit gilt

A*(A) =\ <%7‘A> < <%>n)\*(rA) < Tinr")\*(A) =\"(A4),

wobei wieder beide Seiten unendlich sein diirfen. Aus der Rechnung folgt Gleichheit
an jeder Stelle, also \*(rA) = r"\*(A).

Sind die Ij wie in (a) gewéhlt, so sind auch y + I} halboffene Quader, diese iiber-
decken die Menge y + A, und es gilt

Sly+ Ll => 1w+ bea) = (i +ard) =D [ [k — ara) =D il
k=1 k=1 =1 h=1i=1 k=1

wobei beide Seiten auch unendlich sein diirfen. Mit derselben Argumentation wie
in (a) folgt \*(y+ A) < XA*(A), und die Gleichheit folgt ebenfalls wie in (a) aus der
Rechnung \*(A) = X (y + (—y) + 4) < X ((—y) + 4) < X*(4).

Bemerkung: Diese Eigenschaft nennt man Translationsinvarianz des dufieren Mafies bzw. des Le-

besgue-Mafses. Man kann noch — aber aufwendiger — zeigen, dass A*(RA) = A*(A) fir jede Matrix
R € SO(n). Beides zusammen bezeichnet man dann als Bewegungsinvarianz.

Sind die Iy = (ag, bx] mit ag, by € R"™ wiederum wie in (a) gewéhlt, so ist auch

n

([k)ﬂ = H(ak,w(i)a bk,ﬂ'(l)] € Qn

i=1

fir alle m € S, ein halboffener Quader, und es gilt |(Ix)~| = |Ix| wegen der Kom-
mutativitit des Produkts. Mit derselben Argumentation wie in (a) folgt \*(A4,) <
A*(A), und die Gleichheit folgt ebenfalls wie in (a) aus der Rechnung \*(A4) =
AN (Ap-10n) <A (Ar) < A5 (A).

Mit Cavalieri gilt zunéchst

ANHHEK ) = //\”((KA)Z) dz,
wobei die Menge (K 4), fir fast alle € R messbar ist. Weiter ist

(KA)ZC = {y eR" | (x,yT)T S KA}
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={yeR"|z=2"und y=(1-2a')y firein y € A und 0 <2’ <1}
:{yG]R"|y:(1—x)y’ fiir ein y' € A}
=(1-2)A

mit der Notation aus (a). Es gilt also A*((K4),) = (1 —2)"A\*(A), und fiir fast alle

x € ]0,1] gilt die Gleichheit auch fiir \™ statt \*. Wir erhalten also
n+1 z=1 1

) = A" (A).
o0 n+1

AL L) = /1(1 A (A)dy = — L7
0

n+1 AT(4)

51. (a) Essei Ayy = {2 € R| (2,y,2)T € A} =[0,1 —2z — y] mit \}(4,,) =1—z—y.
Setzen wir weiter A, = {(y,2)T € R?| (2,5, 2)T € A}, so folgt mit Cavalieri

11—z y2 =i
MN(A,) = /)\I(A:v,y)dy :/0 A-z—y)dy= <(1 oW 7> y=0
— )2 —x)?
:(1_x)(1_x)_(1 : 2 _ [ - )’

Ein weiteres Mal mit Cavalieri ergibt sich

tA-a) (1—2)°
)‘S(A):/)\2(Ax)dx:/o 5 dp = ——

=1 1

G

6

z=0

Bemerkung: Statt dieser ausfiihrlichen Darstellung schreibt man haufig nur

1 1—x l—xz—y 1
)\S(A):/ / / 1dzdydz "= =
o Jo Jo 6

und argumentiert mit dem Satz von Fubini, der ein mehrdimensionales Integral in ein sog. iteriertes
Integral aus eindimensionalen Integralen terfiihrt.

(b) 1. Essei

Ks(r), = {y ceR ‘ (;p7y)T c K2(T)} _ [_\/7,2 — 22, \/7,2 —_ :172]

mit AY(K3(r),) = 2v/r2 — 22. Dann folgt mit Cavalieri
)\2(K2(r)) = /)\1 (Kg(r)x) dx = / 2v/r2 —22dzx = 4/ V2 —x2dzx
-r 0

aus Symmetriegriinden. Mit der Substitution x = rsint ergibt sich

/2 /2
N (Ky(r)) = 4/ \/72 —r2sin®t rcostdt = 27‘2/ 2cos? tdt.
0 0

Eine Stammfunktion von 2cos?t ist ¢ + costsint, wie man durch Ableiten
schnell nachrechnet. Damit folgt schliefslich

t=m/2
N (Ko (r)) = 2r°(t + costsint)‘ = 72,
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ii. Analog sei

K3(T)$ = (yvz)T € R? ‘ ($7yvz)T € K3(T)}

={.2)T eR? | y* +2° <r® —a?} = Ko (V2 —a?).

Mit Cavalieri und dem Ergebnis aus i. folgt dann

3 ) = [ A\ r)e) do = Twr2—a:2 T =27 TT2—3:2 x
W(IG(0) = [R50 de = [ 76— e e =2x [ (2 =a?)a

—-r
3

=27 <7‘2a; — x_)
3

T=r
4 3
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