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Kapitel 1

Topologische Grundbegriffe in
metrischen und normierten Raumen

§1 Normen und Skalarprodukte

V sei stets ein R-Vektorraum. Wir brauchen einen ,Langenbegriff* fiir Vektoren aus V. Dieser
sollte sinnvolle Rechnungen erfiillen.

1.1 Definition (Norm)
Eine Norm auf V ist eine Abbildung ||-||: V — [0,00), z — ||z||, derart, dass fir alle z,y € V'
und A € R gilt:

(N1) Definitheit: ||z]| =0 < =z =0.
(N2) Homogenitat: ||Az| = |A| ||z
(N3) Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||| + [ly]|-
Das Paar (V)| - ||) heifst normierter Raum.
1.2 Beispiel
(a) Die Abbildung |- |s: R™ — [0,00) mit |z|s := max; |z;| ist eine Norm auf R"™.

(b) Seien I = [a,b] C R mit a < b und C(I) der R-Vektorraum der stetigen Funktionen
f: I — R. Die Abbildung || ||ec: C(I) — [0,00) mit || f|lco := supes | f(t)] ist eine Norm
auf C(I).

Beweis
(a) Definitheit: Fiir x € R™ gilt
[Z]oo =0 <= |25|=0 Vi <<= 2;,=0 Vi < z=0.
Homogenitédt: Fiir x € R™ und A € R gilt
Neloo = max |Aai] = mavx [N [zl = I\] e foi] = Al
Dreiecksungleichung: Fiir z,y € R™ gilt

— . | < . 1) < . | = .
|7 4 y[oo 112%)(" |25 + yi| < 11%1%Xn(|x1| + |yZ|) = 121?;(” || + 1211?2(” [Yi| = 2|00 + Yoo
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(b) Ahnlich wie (a). O

Beachte: Sind wie in (b) I abgeschlossen und beschrénkt und f stetig, so folgt sup;c | f(¢)| =
maxyer | f(t)] < oo.

1.3 Definition
Sei 1 <p < oo.

(a) Fiir x € R™ sei ||, := (J1]P + ... + |2,[P)'/P. ITm Spezialfall p = 2 schreiben wir auch
lz| = |z]2 = /2% + ... + 22 (Buklidische Norm).
(b) Fiir I =[a,b] C Rmit a <bund f € C(I) sei || f|, := f |£ ()P dt) /P,

1.4 Satz

Sei 1 < p < oco. Dann sind die Abbildungen | - |,: R" — [0,00) und | - |[,: C(I) — [0,00)
definit und homogen im Sinne von 1.1.

Beweis Seien z € R™ und A € R. Dann gilt

lzl, =0 <= |m|P+...]z.P =0 <= x;,=0 Vi <= z=0,
Azfp = Aza [P+ Pl = AP (Jaa P+ [zal?) = (A2],)" = Al = A 2], -

Seinun f € C(I). Falls f =0,d.h. f(t) =0 fiir alle t € I, so folgt || f||, = 0. Gelte umgekehrt || ||, = 0.
Angenommen, es gébe ein tg € I mit f(tg) # 0, d.h. ¢ := |f(t9)|P > 0. Da die Abbildung ¢ — |f(¢)|P
stetig ist, existiert ein ¢ > 0 mit |f(¢)|? > ¢/2 fiir alle t € T mit |t — to| < J. Daraus folgt

b min{a,to+d} ¢
I fI1E = / |f@)]” dt > / |f)]"dt > 5(min{a,to + 6} — max{a, to — 6}) >0,

max{a,to—38}

ein Widerspruch zu || f||, = 0. Damit ist f =0 und || - ||, definit. Fiir die Homogenitét betrachte

b b
IIAfllgz/ \Af(t)\pdtzlklp/ [FO dt = MPUFE = IAfl = AL ] U

1.5 Satz (Holdersche Ungleichung)
Seien 1 < p < 00, ¢ =p/(p — 1) (,konjugierter Exponent”) und I = [a,b] C R. Dann gilt:

(a) Fir alle z,y € R™ ist
Dowiyi < Y Ll lyil < lelplyly -
i=1 i=1

(b) Fiir alle f,g € C(I) ist

b b
/ f(t)g(t)dté/ L) g@®)]dt < [Ifllpllgllg -

Beweis

(a) Zunichst gelte |z|, = |y|, = 1, so dass mit der Youngschen Ungleichung (Beweis Ubung 1. (b))

i |yi|q> R PO U
il lyi| = =) =—lah 4 -yli==-4+-=1
§j||||§j(p L) = Sl ot =+

folgt. Nun seien 0.B.d. A. z # 0 und y # 0, und wir setzen wir Z; = z;/|z|, und §; = yi/|ylq-
Dann gilt |Z|, = |§|, = 1, und mit obiger Rechnung folgt

n n
DLzl lyal = lelplyly Y 1% 15l < lelplyly -
i=1 i=1
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(b) Ubung 3. (a). O

1.6 Korollar (p-Norm)
Sei 1 < p < co. Dann gilt:

(a) |- |p ist eine Norm auf R™.

(b) |I- |lp ist eine Norm auf C(I).

Beweis Gemailfs Satz 1.4 ist nur jeweils die Dreiecksungleichung zu zeigen.
(a) Seien z,y € R™. Fiir p = 1 erhalten wir sofort

n n n n
oyl =l il <D (il + lwil) =D lwil + ) vl = |zl + [yl -
=1 =1 1=1

=1

Fiir p > 1 setzen wir z := (|z1 + 31 [P~ ..., |zn +yn[P~!) € R™. Dann folgt mir der Hélderschen
Ungleichung

n n n n
o+ ylh = iyl =) lw il <Y iz + Y iz < lallzlg + 1ylpl2lg
=1 =1 =1 =1

mit ¢ = p/(p — 1). Ferner ist
n n
R I L o i e
i=1 i=1

Eingesetzt erhalten wir
lz +ylh < (Jzlp + lylp)12lq = (l2lp + ylp)lz +ylp™ = le+ylp < |zl +lylp,

denn o.B.d. A. gilt x +y # 0.
(b) Ubung 3. (b). O

1.7 Definition (Skalarprodukt)
Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V' ist eine Abbildung (-,-): V x V' — R derart,
dass fir v,w,z € V und A, u € R gilt:

(S1) Linearitdt im ersten Faktor: (Av + pw, z) = A(v, z) + p(w, z).
(S2) Symmetrie: (v,w) = (w,v).

(S3) Definitheit: (v,v) > 0 und (v,v) =0 <= v =0.

Das Paar (V, (-,-)) heift Skalarproduktraum oder Prihilbertraum.
1.8 Beispiel

(a) Das euklidische Skalarprodukt auf R™ ist definiert durch (z,y) := > 1 | zy; fir z,y €
R™. Beachte: Es it (z,x) = |z|3 = |z|? fiir x € R™

(b) Fir I = [a,b] C Rund f,g € C(I) sei (f,g) := f; f(t)g(t) dt. Dies definiert ein Skalar-
produkt auf C(I).
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1.9 Satz
Seien (-, -) ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V und ||-||: V' — [0, 00) definiert durch

|lv]| := +/(v,v). Dann gilt:
(a) Fir alle v,w € V gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(v, w)| < [loll fJwll,
und Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhhéngig sind.

(b) || - || ist eine Norm auf V. Man nennt sie die vom Skalarprodukt (-, -) induzierte Norm.

Beweis

(a) Fiir v,w € V und XA € R gilt
0 < (v —w,v—Iw) = (v,0) — Mo, w) — Mw,v) + N (w,w) = ||[v]|? = 2X(v, w) + X|lw||?.
Sei 0.B.d. A. w # 0 und speziell A = (v, w)/||w|*. Dann folgt

v, W v, w)?
o 2><U=w>+ <||;U|21 [|w

ol w]? ~ (v, w)?
0< ol ~ 23y I?= |

also [(v, w)| < ||v]| ||w]]. Gleichheit folgt genau dann, wenn schon ganz oben Gleichheit gilt, d. h.
wenn v = \w, also wenn v und w linear abhingig sind.

(b) Die Definitheit der Norm folgt direkt aus der Definitheit des Skalarprodukts. Die Homogenitét
folgt aus
IXol* = (v, o) = A2 (v,v) = NJlof? = [l = Al ||v]

fir alle v € V und A € R. Fiir v, w € V folgt mit (a)
2
v+ wl|? = (v +w,v+w) = [[o]* + 2(v,w) + [[w]* < [[ol* + 2[|v]l ]| + [[w]? = (lv] + [[w])

und Wurzelziehen die Dreiecksungleichung. (I

1.10 Bemerkung
Das euklidische Skalarprodukt auf R™ (vgl. Beispiel 1.8a) induziert die Norm | - |o. Das Ska-

larprodukt (f,g) = f;’ f(t)g(t)dt auf C(I) (vgl. Beispiel 1.8b) induziert die Norm || - ||2.
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§2 Metrische Raume

2.1 Bemerkung
Ist (V.|| -||) ein normierter Raum, so kann man den Abstand zwischen z,y € V definieren
durch d(z,y) := ||z — y||. Dann gilt fiir z,y,z € V:

(a) d(z,y) =0 <= z=y.
(b) d(z,y) = d(y,z).
(¢) d(z,2) =z —2[| = [[(x —y) + (y = 2)|| < llz =yl + [y — 2| = d(z,y) + d(y, 2).

Wir brauchen einen allgemeinen Abstandsbegriff mit diesen Eigenschaften. Sei z.B. X die
Menge der Straflenadressen in Deutschland. Relevant ist nicht der Luftlinienabstand zwischen
den Adressen aus X, sondern die Lange der kiirzesten Verbindung im Strafennetz (,Routen-
planer).

2.2 Definition (Metrik)
Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d: X x X — [0,00), so dass fiir
x,y,z € X gilt:

(M1) Definitheit: d(z,y) =0 <= =z =y.

(M2) Symmetrie: d(z,y) = d(y, x).

(M3) Dreiecksungleichung: d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
Das Paar (X, d) heifst metrischer Raum.

2.3 Beispiel

(a) Ist (V,|| -||) ein normierter Raum, so ist (V,d) ein metrischer Raum mit der durch die
Norm induzierten Metrik d: V x V' — [0, 00) mit d(z,y) := ||z — y||. Es gilt also

Skalarproduktraum = normierter Raum = metrischer Raum

mit induzierten Strukturen. Alle Definitionen und Sétze iber metrische Rdume iibertra-
gen sich daher direkt auf normierte bzw. Skalarproduktrédume. Insbesondere ist (R", d))
ein metrischer Raum mit der Metrik dp: R x R — [0,00) mit dp(z,y) = |z — ylp.
Ebenso ist (C(I),d,) ein metrischer Raum mit der Metrik d,,: C(I) x C(I) — [0, 00) mit
dy(f9) = I — gl

(b) Sei X eine beliebige Menge. Die diskrete Metrik d auf X ist definiert durch

d(z,y) 1 falls z =y,
xT,Y) =
Y 0 falls x #y.

(c) Franzosische Eisenbahnmetrik (FEB-Metrik): Seien X = R? und

dres(z,y) = [z —yla falls x,y linear abhéingig,
7 |z]2 + |yl2 falls z,y linear unabhéngig .
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Im Folgenden sei (X, d) stets ein metrischer Raum.

2.4 Bemerkung
Fiir M C X erfiillt die Einschrankung von d auf M x M ebenfalls (M1)—(M3), d. h. (M, d|prxnr)
ist ebenfalls ein metrischer Raum.

2.5 Definition (Konvergenz)
Seien (zx)r C X eine Folge und a € X. Gilt d(zg,a) — 0 fiir & — o0, so nennen wir a
Grenzwert der Folge (xj)r und schreiben

. k—o0
a=: lim x, bzw. zp, ——a.
k—o0

2.6 Satz
Hat eine Folge (x)r C X einen Grenzwert, so ist dieser eindeutig bestimmt.

Beweis Sind a,b € X mit d(zx,a) — 0 und d(zy,b) — 0 fir k£ — oo, so gilt
k—o0

0 <d(a,b) < d(a,xr)+ d(z, b)) —— 0,
also d(a,b) = 0 und mit der Definitheit a = b. (]

2.7 Beispiel
Betrachte zj := (1,1/k) C R? fiir k € N und a = (1,0). Dann gilt

1 N2 .
da(zp, @) = !xk—a\2=<(1—1)2+<%—0) > :E]H—m’
d.h. 2 — a im metrischen Raum (R?,dy). Ist d aber die FEB-Metrik auf R?, so gilt

1
drpp(wy,a) = |zl +lalz = [1+ 5 +122 VEEN,
d.h. 7, 4 a im metrischen Raum (R?, drgp).

2.8 Definition
Fir a € X und r > 0 seien

Up(a) :={y € X | d(y,a) <r}
die offene r-Kugel um a und
By(a) := {y € X | d(y,a) <1}

die abgeschlossene r-Kugel um a. In einem normierten Raum (V|| -||) heift B1(0) := {v € V|
|lv]| < 1} die FEinheitskugel in V. Beispiele fiir Einheitskugeln sind:

Y Y y
(R%,]-]1) (R%,] - |2) (R%,] - |oo)
1 1 1
—1/ 1 1%/1 —1 1 z
By(0) |71 Bi(0) |1 By(0) |71
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2.9 Definition
Sei AC X.

(a) Der Durchmesser von A ist definiert durch

diam(A) := sup{d(z,y) | z,y € A} € [0,00] .

(b) A heifit beschrinkt, falls diam(A) < oo.

(c) Eine Folge (zx)r C X heilt beschrinkt, wenn {xy | k € N} beschrénkt ist.

2.10 Satz
(a) Es gilt diam(B,(a)) < 2r fir a € X und r > 0.
(b) Aus A C B C X folgt diam(A) < diam(B).
(c) Ist A C X beschrénkt, so existieren a € X und r > 0 mit A C U,(a).

Beweis
(a) Ubung 5. (a).
(b) Offenbar gilt

diam(A) = sup{d(z,y) | z,y € A} < sup{d(z,y) | #,y € B} = diam(B).

(c) Ubung 5. (b). O

2.11 Definition
Sei AcC X.

(a) A heifst eine Umgebung von a € A, falls ein € > 0 mit U.(a) C A existiert.
(b) A heifit offen, falls fiir alle x € A ein € > 0 mit U.(z) C A existiert.

(c) A heiflt abgeschlossen, falls X \ A offen ist.

2.12 Satz
In jedem metrischen Raum (X, d) gilt fir a € X und r > 0:

(a) U,(a) ist offen.
(b) By(a) ist abgeschlossen.

Beweis

(a) Sei z € Uy(a), d.h. d(z,a) < r, und setze € := r — d(x,a) > 0. Fiir alle y € Ue(z) gilt dann
d(y,a) < d(y,z) +d(z,a) < e +d(z,a) = r, also y € U,(a). Damit folgt U.(x) C U,(a), d.h.
U, (a) ist offen.

(b) Sei x € X \ By(a), d.h. d(x,a) > r, und setze € := d(z,a) —r > 0. Fiir alle y € U.(z) gilt dann
d(y,a) > d(z,a) —d(z,y) > d(z,a) —e = r, also y ¢ B,(a). Damit folgt U.(z) C X \ By(a), d. h.
X \ Br(a) ist offen und damit B, (a) abgeschlossen. O
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2.13 Bemerkung
In jedem metrischen Raum (X, d) sind die Mengen () und X abgeschlossen und offen.

2.14 Beispiel
Sei A:={(t,0)]1<t<3}CR2%

(a) A ist weder offen noch abgeschlossen im metrischen Raum (R?,dy,).
(b) A ist offen im metrischen Raum (R?, drgp).

Beweis Ubung 6. O

2.15 Satz
Seien I eine beliebige Indexmenge und A; C X fir i € [I.

(a) Seien die A; offen fiir alle i. Dann ist auch | J;c; A; offen, und falls I = {1,...,n} endlich
ist, so auch ;o A;.

(b) Seien die A; abgeschlossen fiir alle i. Dann ist auch ();c; A; abgeschlossen, und falls
I={1,...,n} endlich ist, so auch (J;c; A;.

Beweis

(a) Sei x € [U;e; Ai, d.h. @ € A;, fiir ein ip € I. Weil A;, offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit
Us(z) C Aiy C U;er Ai- Damit ist die Vereinigung offen.

Sei nun I = {1,...,n} und = € |J;_, A;. Dann existiert fiir jedes i = 1,...,n ein g > 0
mit U, (z) C A;. Mit £ := min;e; gilt dann U.(z) = N, Us, (z) C (i, 4. Damit ist der
Durchschnitt offen.

(b) Weil die A; abgeschlossen sind, sind die X \ A; offen. Nach (a) und de Morgan sind dann auch
Uier (X \ Ai) = X\ Ny A und ;2 (X \ 4A;) = X \ U;_, 4; offen. Damit sind (1, A; und
Ui, A; abgeschlossen. 0

2.16 Bemerkung

Der Satz 2.15a gilt nicht fiir unendliche Durchschnitte. Fiir alle n € N ist (—1/n,1/n) offen
in R (mit Betragsmetrik d(z,y) = |z —yl), aber der Schnitt (), cn(—1/n,1/n) = {0} ist nicht
offen.

2.17 Definition
Sei A C X.

(a) Wir setzen:

i. Der offene Kern von A sei

A° = U B.

BCA, B offen in X

ii. Der Abschluss von A sei

A= ﬂ B.

BDA, B abgeschlossen in X
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iii. Der Rand von A sei 9A := A\ A°.
(b) a € X heift

i. innerer Punkt von A, falls a € A°;
ii. Beriihrpunkt von A, falls a € A;
iii. Randpunkt von A, falls a € 0A;
iv. Hdaufungspunkt von A, falls a € m.

2.18 Satz
Seien A, B C X.

(a) A° ist offen und A und 9A sind abgeschlossen.

(b) A ist genau dann offen, wenn A = A°.

d) Es gilt (4°)° = A° und A = A.

)
)
(c) A ist genau dann abgeschlossen, wenn A = A.
(d)
e) Esgilt X\ A=X\4° X\A=(X\A4)°und 904 = AN X \ A.
)

(
(f) Aus A C B folgt A° C B° und A C B.
Beweis
(e) i Esgilt
X\ A= N B= () (X\B)

BDX\A, B'CA,
B abgeschlossen B’ offen

ii. Setze C = X \ A. Dann folgt mit i. X \ C° = X\ C =4, also (X \ 4)° =C° = X \ A.
i, Mit i. folgt 94 = A\ A° = AN (X \ 4°) = AnX \ A.

(a) Mit Satz 2.15 folgt, dass A° offen und A abgeschlossen ist. Mit (e) folgt, dass 9A abgeschlossen
ist.

(b) Folgt sofort aus (a) und Definition 17a.

(c

)

) Folgt sofort aus (a) und Definition 17a.

(d) Folgt sofort aus (a) und (b) bzw. (a) und (c).
)

(f) Folgt sofort aus Definition 17a. O

2.19 Satz
Seien AC X und a € X.

(a) a ist genau dann ein innerer Punkt von A, wenn ein € > 0 mit U.(a) C A existiert.

(b) a ist genau dann ein Berithrpunkt von A, wenn U.(a) N A # () fiir alle € > 0 bzw. wenn
eine Folge (z)r C A mit x — a fiir £k — oo existiert.

(¢) a ist genau dann ein Randpunkt von A, wenn Uz(a) N A # 0 und U(a) N (X \ A) # 0
fiir alle € > 0.
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(d) a ist genau dann ein Haufungspunkt von A, wenn eine Folge (zy)r C A\ {a} mit 5 — a
fiir K — oo existiert.

2.20 Korollar
A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir alle Folgen (zx)r C A mit 2, — a € X fiir
k — oo gilt, dass a € A.

2.21 Bemerkung
Fir a € X und A C X definiert man auch den Abstand von a zu A durch

dist(a, A) := inf{d(a,y) | y € A}.
Damit gilt u.a.: A ist genau dann offen, wenn dist(z, X \ A) > 0 fiir alle x € A.

2.22 Bemerkung

Die Eigenschaften ,offen und ,abgeschlossen héngen nicht nur von der Metrik d, sondern
vom metrischen Raum ab. Genauer gilt: Ist (X, d) ein metrischer Raum und M C X, so gilt
fir A C M:

(a) A ist genau dann offen in (M, d), wenn ein offenes A’ C X mit A = M N A’ existiert.

(b) Ist M abgeschlossen, so ist A genau dann abgeschlossen in (M, d), wenn A abgeschlossen
in (X,d) ist.

Beispiel: Seien X = R, d(z,y) = |x — y| fir z,y € X und M = {—1,1} C X. Dann gilt:
(a) M ist abgeschlossen in (R, d).

(b) {1} ist offen und abgeschlossen in (M, d).

10
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§3 Aquivalente Normen und die Topologie des R"

3.1 Satz (von Bolzano-Weierstraf?)

Seien (x)r C R™ eine Folge und C' > 0 mit |24 < C fiir alle k € N, d. h. (z), ist beschréankt
in (R",] - [x). Dann gibt es eine Teilfolge (x;); und ein a € R™ mit xy; — a fiir j — oo
beziiglich | - o, d. h. [2g; — afoe — 0 fiir j — oo.

3.2 Definition (Aquivalenz von Normen)
Sei V' ein R-Vektorraum. Zwei Normen ||- || und || - ||« auf V" heifen dquivalent, wenn ¢, ca > 0
existieren mit

clloll < flvfle < eaflol] VoeV.

Wir schreiben dafiir || - || ~ || - ||«. Ubung: Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der Normen in V' definiert.

3.3 Satz
Sei V ein endlich-dimensionaler IR-Vektorraum. Dann sind alle Normen auf V' adquivalent.

3.4 Bemerkung
Sei I = (a,b) mit a < b. Die Normen || - ||, und || - || auf C(I) sind nicht &quivalent, falls p # q.

3.5 Bemerkung

Sei (V]| - ||) ein normierter Raum. Dann sieht man leicht, dass sich die Eigenschaften ,offen*
und ,abgeschlossen® beim Ubergang zu einer dquivalenten Norm nicht &ndern. Man sagt:
Aquivalente Normen erzeugen dieselbe Topologie. Insbesondere ist die Topologie des R™ nach
Satz 3.3 unabhingig von der gewdhlten Norm, und fiir beliebige Folgen (x)r C R™ gilt

xp — a beziiglich ||-|| <= xf —d',..., 2} = a" in R.

Falls nicht anders angegeben, betrachten wir R" jetzt immer mit der euklidischen Norm | - |5.
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§4 Stetige Abbildungen

Stets seien (X,dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Réaume. Fiir eine Abbildung f: X — Y
und V C Y sei f7Y(V):={x € X | f(z) € V} das Urbild von V unter f.

4.1 Definition (Stetigkeit)
Sei f: X — Y eine Abbildung.

(a) Seia € X. f heilt stetig in a, wenn fiir jede Folge (z)r C X folgende Implikation gilt:

xp —a fir k=00 = f(xx)— f(a) fiir k= oo. (%)

(b) f heifst stetig, falls f in allen a € X stetig ist.
4.2 Bemerkung

(a) Fiir eine Abbildung f: X — Y und ein a € X gilt: f ist genau dann stetig in a, wenn
Ve>0 36>0: f(Us(a)) C U(f(a))
bzw. wenn f~1(V) eine Umgebung von a fiir jede Umgebung V von f(a) ist.

(b) Ist AC X, f: A — Y eine Abbildung und a € A, so ist Definition 4.1 auf den metrischen
Raum (A, dx) anzuwenden, d. h. f ist stetig in a, wenn (*) in Definition 4.1 fiir alle Folgen
(zx)r C A gilt.

4.3 Satz
Seien a € X und A\, u € R. Sind f,g: X — R stetig in a, so auch folgende Funktionen:

(a) Af +pug: X — R;
(b) fg: X = R;
(c) f/g: X' = Rmit X' = X\ g~ 1({0}).

4.4 Korollar
Jede Polynomfunktion p: R" — R mit p(z) = Zle At abin ke Ny Ay, 0 € R
und a;; € Np fiir 1 <7 <k und 1 < j < n ist stetig.

4.5 Satz
Seien f: X — Y und g: Y — Z Abbildungen.

(a) Sind a € X, f stetig in a und g stetig in f(a), so ist go f: X — Z stetig in a.
(b) Sind f und g stetig, so ist g o f stetig.

4.6 Bemerkung
Sei a € X. Eine Abbildung f: X — R" ist genau dann stetig in a, wenn ihre Komponenten-
funktionen f;: X — R fiir ¢ = 1,...,n stetig in a sind.

4.7 Definition

Seien A C X, f: A — Y eine Abbildung und a € X ein Haufungspunkt von A. Der Punkt
b €Y heilt Grenzwert von f in a, falls fir alle Folgen (zx)r C A\ {a} mit z — a fiir k — oo
auch f(zy) — b fiir k£ — oo gilt.

12
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4.8 Bemerkung
f: A=Y ist genau dann in a € A stetig, wenn

lim f(z) = f(a).

r—a

4.9 Satz
Fir f: X — Y sind dquivalent:

(a) f ist stetig.
(b) Ist V offen in Y, so ist f~1(V) offen in X.

(c) Ist V abgeschlossen in Y, so ist f~(V) abgeschlossen in X.

4.10 Definition
Eine Abbildung f: X — Y heifst

(a) gleichmafig stetig, falls

Ve>0 36>0 Va,ye X: dx(z,y) <d = dy(f(z),f(y)) <e;
(b) Lipschitz-stetig, falls ein L > 0 (Lipschitz-Konstante) existiert mit

dy (f(z), f(y)) < Ldx(z,y).

4.11 Bemerkung
Fiir Abbildungen X — Y gilt

Lipschitz-stetig = gleichméfig stetig = stetig.

13
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§5 Lineare stetige Abbildungen

5.1 Definition
Fiir R-Vektorrdume V und W sei Hom(V, W) :={T: V — W | T" R-linear}.

5.2 Satz
Seien V' und W normierte Rdume und 7' € Hom(V, W). Dann sind dquivalent:

(a) T ist stetig.
(b) T ist in O stetig.

(c) Es gilt

T
|T|| := sup [T llw < 00

zev\{o} llzllv

Bemerkung: ||T|| := sup{||Tz|w |z €V, ||z]v < 1}.

5.3 Satz
Seien V' und W normierte Radume. Die Menge L(V,W) := {T € Hom(V,W) | T stetig} ist
ein normierter Raum beziiglich der in 5.2¢ definierten Norm || - [|: £L(V,W) — [0,00) (Ope-

ratornorm). Wir betrachten £(V, W) stets mit dieser Norm. Wir fithren noch die Notation
L(V):=L(V,V) ein.

5.4 Satz
Seien V, W und Z normierte Rdume sowie ' € L(V,W) und S € L(W, Z). Dann ist ST €
L(V,Z), und es gilt ||ST|| < ||S]| |T]|, genannt Submultiplikativitét der Operatornorm.

5.5 Satz
Seien V' und W normierte Réume mit dim V' < co. Dann ist Hom(V, W) = £(V, W), d.h. jede
lineare Abbildung T: V' — W ist stetig.

5.6 Beispiel
Seien a € R" fest und T € L(R", R) definiert durch Tz = (a,z) = Y i | a;x;.
Wir betrachten den R™ mit der euklidischen Norm | - |2 und R mit |- |. Dann ist

|T|| == sup{|Tz| | z € R", |z|]s < 1}.
Aus |Tz| = [{a,x)| < |alz]z|2 < |alz fir alle x € R™ mit |z]y < 1 folgt || T|| < |ale. Wahle nun

speziell z = a/|aly. Dann ist |z|o = 1, also ||| > |T'z| = |a|2. Zusammen folgt ||T']| = |az.
Betrachten wir den R™ anstelle von | - [ mit | - |, fiir ein p € [1, 00], so gilt

|a|p/(p_1) falls 1 <p < o0,
1T = < |aloo falls p=1,
laly falls p = co.
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§6 Kompaktheit

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

6.1 Definition (Kompaktheit)

Eine Teilmenge A C X heifst kompakt, falls gilt: Sind I eine beliebige Indexmenge und U; C X
fiir i € I offene Mengen mit A C J;c; Ui, so existiert eine endliche Teilmenge J von I mit
A C ;e Ui. Mit anderen Worten: Jede offene Uberdeckung von A (d.h. Uberdeckung mit
offenen Teilmengen) lasst sich auf eine endliche Teiliiberdeckung reduzieren.

6.2 Beispiel

(a) Die Menge A := {1/n | n € N} C R ist nicht kompakt. Betrachte I = N und U; :=
(1/i,00) fiir i € I. Dann ist A C J;c; Ui = (0,00). Ist aber J eine endliche Teilmenge
von [ und i := maxJ, so ist A Z |J;c; Us = (1/ig, 00).

(b) Die Menge Ay := AU {0} C R ist kompakt: Seien U; C R fiir i € I offen mit A C
Uies Ui- Dann existiert ein ig € I mit 0 € Us,. Da Uj, offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit
U.(0) = (—¢,e) C Uj,. Wihle m € N mit 1/m < € und fiir n = 1,...,m einen Index
in € I mit 1/n € U;,. Dann ist Ay C U;”ZO Ui;, d.h. Ag ist kompakt.

n*

6.3 Satz
A C X ist genau dann kompakt, wenn jede Folge (xy ), C A eine konvergente Teilfolge (xk]) N
besitzt mit lim;_, Tg,; € A.

6.4 Satz
Sei A C X kompakt. Dann:

(a) A ist beschrankt und abgeschlossen.

(b) Ist B C A abgeschlossen, so ist B auch kompakt.

6.5 Satz (von Heine-Borel)
Ist A C R™, so gilt

A ist kompakt <= A ist beschrinkt und abgeschlossen .

6.6 Satz
Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume, A C X kompakt und f: A — Y stetig. Dann
gilt:

(a) f(A) CY ist kompakt.
(b) f ist gleichméfig stetig.
(c) Ist Y =R, so nimmt f auf A ein Maximum und ein Minimum an.

6.7 Bemerkung (Homdomorphismus)
Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Radume. Eine bijektive Abbildung f: X — Y heift Ho-
mdomorphismus, falls f und f~! stetig sind. Nach 4.9 und 6.6a gilt fiir solches f und A C X:

(a) A ist genau dann offen in X, wenn f(A) offen in Y ist.
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(b) A ist genau dann abgeschlossen in X, wenn f(A) abgeschlossen in Y ist.
(c) A ist genau dann kompakt in X, wenn f(A) kompakt in Y ist.

Sind (X, || - ||x) und (Y, - |ly) normierte Rdume und 7' € £(X,Y) ein linearer Homéomor-
phismus, so gilt fir A C X auch:

(d) A ist genau dann beschrankt, wenn T'(A) beschrankt ist.

6.8 Korollar
Ist (V,| - ||) ein endlich-dimensionaler normierter Raum, so gilt fir A C V

A ist kompakt <= A ist beschrinkt und abgeschlossen .

6.9 Bemerkung
Die Einheitskugel Bj(0) des normierten Raums (C(I), ||||o0) ist beschrénkt und abgeschlossen,
aber nicht kompakt. Tatséchlich gilt fir jeden normierten Raum (V|| - ||)

B1(0) C V kompakt <= dimV <oo.

6.10 Bemerkung

Einen metrischen Raum (X, d) nennt man kompakt, wenn die definierende Uberdeckungsei-
genschaft aus 6.1 speziell fir A = X gilt. Dies ist nicht wirklich ein Spezialfall, denn fiir jede
echte Teilmenge A C X gilt

A ist kompakt <= der metrische Raum (A,d) ist kompakt .

Oft wird Kompaktheit nur so definiert. Kompaktheit ist also eine intrinsische Eigenschaft (im
Gegensatz zur Offenheit). Sie hdngt nicht von Punkten auferhalb von A ab.
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§ 7 Vollstandigkeit

7.1 Definition (Vollstidndigkeit)
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Eine Folge (zy)r € X heifit Cauchyfolge, falls

Ve>0 3Jk(e) e N: d(zg,z¢) <e fiir alle k,¢ > k(e).

(b) (X,d) heifst vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert. Ein vollstéandiger nor-
mierter Raum (V/ ||-||) heifst Banachraum. Ein vollstandiger Skalarproduktraum (V (-, -))
heifst Hilbertraum.

7.2 Bemerkung
Sind (X, d) ein metrischer Raum und (zy); C X eine Folge, so gilt:

(a) Ist (zg)x eine Cauchyfolge, so ist (zx)r beschrankt.
(b) Ist (zx)x konvergent, so ist (xy)x eine Cauchyfolge.

(c) Sind (z1)r eine Cauchyfolge und (zy,); eine Teilfolge mit z, — a fiir j — oo, so gilt
T — a fir k — oo.

7.3 Satz
Jeder endlich-dimensionale normierte Raum (V|| - ||) ist vollstéandig, d.h. ein Banachraum.

7.4 Bemerkung
Seien (V.|| - ||v) und (W, || - |[w) normierte Raume.

(a) Sind n :=dimV < co und m :=dimW < oo, so ist dim £L(V, W) = dim Hom(V, W) =
mn < oo nach Satz 5.5, also ist £(V, W) ein Banachraum nach Satz 7.3.

(b) Allgemeiner gilt (Funktionalanalysis): Ist W ein Banachraum (und V beliebig), so ist
L(V,W) ein Banachraum.

7.5 Beispiel und Satz
Sei (K, d) ein kompakter metrischer Raum (vgl. Bemerkung 6.10). Dann setzen wir

C(K):={f: K— R| f stetig}.
Mit der Norm || - ||« definiert durch

1flloo := sup|f(2)| = max| f(z)] < oo
zeK zeK

nach Satz 6.6¢ wird C(K') zu einem normierten Raum.
Der normierte Raum (C(K), || - ||) ist ein Banachraum.

7.6 Bemerkung
Sei I =[a,b] C R mit a < b. Dann ist (C(I), || - ||p) nicht vollsténdig, falls p € [1, 00).
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7.7 Satz
Sind (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und A C X, so gilt

A C X ist abgeschlossen <= (A, d) ist vollstandig .
Insbesondere ist jede abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums (z. B. des R™) vollsténdig.

7.8 Definition (Kontraktion)
Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f: X — Y heifst Kontraktion, falls es ein
q € (0,1) derart gibt, dass

d(f(z), f(y) < qd(z,y) Va,yeX.

Mit anderen Worten: f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante ¢ < 1.

7.9 Satz (Banachscher Fixpunktsatz)

Seien (X, d) ein vollstéandiger metrischer Raum und f: X — X eine Kontraktion. Dann hat
f genau einen Fixpunkt, d.h. es existiert genau ein € X mit f(x) = z. Fiir alle y € X gilt
zudem f"(y) — x fiir n — oo, wobei f™:= fo---o f (n-mal).

7.10 Bemerkung

In den Anwendungen von Satz 7.9 betrachtet man oft Kontraktionen f: A — A, wobei A eine
abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums ist. Nach Satz 7.7 ist A dann ein vollstéandiger
metrischer Raum mit der durch die Norm induzierten Metrik. Wir werden den Satz bei der
Untersuchung lokaler Invertierbarkeit differenzierbarer Abbildungen f: R"™ — R"™ verwenden.

7.11 Definition
Seien (X, d) ein metrischer Raum, A C X offen und f: A — X eine Abbildung. Ein Fixpunkt
x € A heifit attraktiv, falls eine Umgebung U C A von z existiert mit lim,, o, f™(y) = = fiir

alley e U.

7.12 Beispiel
Seien a < b und f: (a,b) — R stetig differenzierbar. Sei ferner x € (a,b) ein Fixpunkt von f,
d.h. f(z) = z. Ist dann | f'(z)] < 1, so ist = attraktiv.
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Kapitel 2

Differentialrechnung im R"

§ 8 Richtungsableitungen und partielle Ableitungen

8.1 Bemerkung
Sind I C R offen, a € I und f: I — R differenzierbar in a, so beschreibt die Ableitung

) — tim L0 1)~ S @)

t—0 t

die Steigung von Graph f in a bzw. die lokale Anderungsrate von f bei a. Ist f auf einer
offenen Teilmenge U C R™ definiert und a € U, so kann man die Anderungsrate von f in
verschiedene Richtungen betrachten.

8.2 Definition (Richtungsableitung)
Seien U C R"™ offen, f: U — R™ eine Abbildung und a € U.

(a) Sei v € R™. Existiert der Grenzwert

9, f(a) = lim fla+tv) — f(a)

e R™,
t—0 t

so heifit 0, f(a) die Richtungsableitung von f bei a in Richtung wv.

(b) Sei ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) € R™ (1 an i-ter Stelle) der i-te Einheitsvektor fiir i =
1,...,n. Existiert
8eif(a) — lim f(CL + tel) B f(a)

t—0 t ’

50 heiftt O, f(a) die i-te partielle Ableitung von f in a.
Andere Schreibweisen sind z.B. 9;f(a), D;f(a), g—i(a) und %!m:af(:n)

8.3 Bemerkung
Seien U C R"™ offen, f: U — R eine Funktion und x € U fest. Da U offen ist, existiert

ein € > 0, so dass fir ¢ = 1,...,n die Funktionen g¢;: (z; — e,2; + ¢) — R mit g;(¢) :=
f(z1,...,xi—1,t,®it1,. .., x,) wohldefiniert sind. Im Fall der Existenz der Grenzwerte gilt
dann
8Zf(l’) — lim f(l' + ez) f(l') — lim gz(l'z + ) g(xz) _ g;(l'z) )
t—0 t t—0 t
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Ist v € R™ fest gewéhlt, dann existiert ein € > 0 derart, dass g,: (—¢,e) — R mit g,(t) :=
f(z 4 tv) wohldefiniert ist, und im Falle der Existenz der Grenzwerte gilt
t —
0, (x) = i LT g1,

t—0 t

8.4 Beispiel
Sei f: R™\ {0} — R mit f(x) = |z|2. Sei weiter x € R"™\ {0} fest und g; wie oben, d.h.
gi(t) =@ +...+ 2l + 2+ 22, + ...+ 22)/2 Es folgt

1 €Ty

0if () = gi(w:) 2 (22 + ...+ a2)1/2 2z;

_@.

Sei schlieRlich v = (1,2,...,n) und g, wie oben definiert, d. h. g,(t) = f(z+tv) = ((x1+t)>+
o4 (xp +nt)?)2. Dann ist
1 11+ 22+ ...+ nwy,

3 — — 2 4 oo 2nx,) =

8.5 Bemerkung
Seien U C R™ offen, a € U, f: U — R™ und v € R™. Dann existiert d,f(a) genau dann,

wenn 0, f;(a) existiert fiir alle ¢ = 1,...,m, und im Falle der Existenz gilt
81} fl (a)
O fla) = : €ER™.
9y fm(a)
Insbesondere gilt (im Falle der Existenz)
9;f1(a)
9;f(a) = : €R™.
9; fm(a)
Wir schreiben diese Vektoren als Spalten. Insbesondere schreiben wir
fi
f=1:1:U—=R".
fm

8.6 Definition (Jacobimatrix)
Seien U C R"™ offen, a € U und f: U — R™ eine Abbildung. Falls alle partiellen Ableitungen
0;f(a) e R™ fiir j =1,...,n in a existieren, so heifit die Matrix

Oifila) -+ Onfila)

Jp(a) = @if(@) - Oufl@) = | = @), erm
O1fm(a) -+ Onfm(a)
die Jacobimatriz von f in a. Im Speziallfall m = 1 ist der Gradient von f in a definiert durch
o f(a)
Vi(a) = Ji(a)t = : e R,
Onf(a)
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8.7 Bemerkung

Seien U C R™ offen, a € U und f: U — R™ eine Abbildung. Selbst wenn alle Richtungs-
ableitungen 0, f(a) existieren, wird das lokale Anderungsverhalten von f um a durch diese
Ableitungen im Allgemeinen nicht vollstdndig wiedergegeben. Wir betrachten als Beispiel die
Funktion f: R? — R mit

0 sonst.

1 falls o #0 und a9 = 27,
f($):{ # 2 = 27

Sei a = 0 € R% Dann ist 9,f(0) = 0 fiir alle v € R? (insbesondere existieren sie), aber f ist
in 0 nicht einmal stetig.

Wir brauchen einen stéarkeren Ableitungsbegriff, der ein solches Verhalten ausschliefst.
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§9 Totale Differenzierbarkeit

9.1 Bemerkung
Sind I C R offen, a € I und f: I — R in a differenzierbar, so ist ¢ := f’(a) dadurch
charakterisiert, dass g: R — R mit g(t) = f(a) + ¢(t — a) die einzige affin lineare Abbildung
(d.h. Gerade) mit

f(t) —g(t)

lim ———~ =90
t—a t—a

ist, und somit die Gerade, die f bei a am besten approximiert (anschaulich die Tangente). Wir
wollen das Konzept der ,besten affinen Approximation nutzen, um die Differenzierbarkeit und
die Ableitungen einer Funktion in mehreren Variablen zu definieren.

9.2 Definition und Satz (totale Differenzierbarkeit)
Seien U C R"™ offen und f: U — R™ eine Abbildung.

(a) f heibt differenzierbar in a € U (auch ,total differenzierbar®), falls es eine lineare Abbil-
dung L € L(R"™,R"™) gibt mit

i {04 1) — fla) — Lh
h—0 ‘h’g

=0in R™. (%)

Gilt (), so existieren alle Richtungsableitungen von f in a, und es gilt
Oyfla)=Lv YveR",

also ist L durch (%) eindeutig bestimmt. Wir setzen df(a) := L € L(R",R"™) und
nennen df(a) die Ableitung von f in a (auch ,totales Differential® von f in a).

(b) f heifit differenzierbar, wenn f in allen Punkten differenzierbar ist.

9.3 Bemerkung

(a) In (%) kann man | - | durch eine beliebige Norm auf R™ ersetzen, ohne dass sich die
Definition #ndert. Dies folgt aus der Aquivalenz aller Normen auf R™.

(b) Sind U C R" offen und f: U — R in a € U differenzierbar, so gilt

Oufla) =df(a)v YveR".
Insbesondere ist also 0;f(a) = df(a)e; fiir j = 1,...,n. Fir v = (vy,...,v,)T =
Z?:l v;e; bedeutet dies

U1

df(a)v = Zvidf(a)ei = Zvi Oif(a) = Jy¢(a)
i=1 i=1

Un

Mit anderen Worten: J¢(a) ist die Darstellungsmatrix von df(a) € L(R", R™) beziiglich
der kanonischen Basen von R"™ und R™. Um im Matrixkalkiil konsistent rechnen zu
konnen, schreiben wir Vektoren im R ab jetzt (fast immer) als Spalten. Dann gilt also

df(a)v = Js(a)v =0, f(a) YveR".

Im Spezialfall m = 1 gilt insbesondere df(a)v = J¢(a)v = (V f(a),v) (Zeile mal Spalte).

22



AMV-SKRIPT §9. TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT

¢) Sind U C R" offen, f: U — R™ und a € U, so gilt
() ;50 g
f ist differenzierbar in @ <= f; ist differenzierbar in @ Vi e {1,...,m}. (xx)

Gilt eine dieser Aussgagen (und damit beide), so folgt

dfi(a)v
df(a)v = : e R™ VveR"
dfm(a)v
und
Jfl (a)
Ji(a) = : € R™".
It (a)

Man kann die Komponenten von f also getrennt auf Differenzierbarkeit untersuchen.

9.4 Bemerkung

Jede lineare Abbildung aus £(RR,R) ist von der Form L.: R — R mit L.(t) = ¢t und t € R.
Sind also I C R offen, a € I und f: I — R eine Funktion, so gilt: f ist differenzierbar in a
im Sinne von Definition 9.2 mit df(a) = L.

fla+h) = f(a) = Leh

<— lim =0
h—0 ‘h’

<~ lim fla+th) = fla) = lim M =c
h—0 h h—0 h

<= f ist im EHM-Sinn differenzierbar mit f'(a) = c.

In diesem Fall gilt also df(a)v = f/(a)v fir v € R.
Ist allgemeiner v: I — R™ eine Abbildung, so ist v in a genau dann differenzierbar, wenn
alle Komponenten v;: I — R von a im Sinne von EHM differenzierbar sind, und dann gilt

71(a)
dy(a)t = |t
Y (@)
Wir setzen
71 (a)
v (a) = : e R™,
Y (@)

und es gilt dy(a)t = t4/(a) fir t € R.

9.5 Beispiel

Seien L € L(R",R™) und f: R™ — R™ definiert durch f(z) = Lz + ¢ (affin lineare Abbil-
dung). Dann ist f differenzierbar mit df(a) = L fiir alle a € R™.

9.6 Satz
Seien U € R™ offen und f: U — R™ in a differenzierbar. Dann gilt:
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(a) fistin a stetig.
(b) Falls m =1 ist

_ a = a ur  w = M
max 9, f(a) = [V (a)], = 0uf(@) Vi)’

d.h. w ist die Richtung des steilsten Anstiegs.

9.7 Definition

Sei U C R" offen. Eine Abbildung f: U — R™ heifst stetig partiell differenzierbar, wenn die
partiellen Ableitungen 0; f;(x) fiir allex € U, i =1,...,mund j = 1,...,n existieren und die
Funktionen 0;f;: U — R mit z — 0 f;(x) stetig sind. Wir setzen

CYU,R™) :={f: U — R™| f stetig partiell differenzierbar} und C*(U):=C (U, R).

9.8 Beispiel
Sei f: R? - R mit f(z) = 2? + 23. Dann ist 01 f(z) = 271 und Jof(z) = 279, d.h.
O1f,02f: R? — R sind stetig, also f € C}(R?).

Ist f auch differenzierbar? Ja, dies zeigt der folgende wichtige Satz 9.9. Damit ist nach
Bemerkung 9.3b 9,f(a) = df(a)v = Js(a)v = (2a1,2a2)(v1,v2)T = 2a1v1 + 2azv; fiir alle
a,v € R?.

Betrachte die affin lineare Abbildung g,: R? — R mit g,(v) = f(a) +df(a)(v — a). Dann
ist der Graph g, die Tangentialebene an Graph f im Punkt a. Zum Beispiel fiir ¢ = (1,0)T
gilt go(v) = 1+ 2(vy — a1). Allgemein definiert man Graph f := {(z, f(x)) | * € U} fiir eine
Abbildung f: U — R™ mit U C R" offen.

9.9 Satz
Seien U C R" offen und f € CY(U,R™). Dann ist f differenzierbar.

9.10 Bemerkung
Sei U C R” offen. Dann gilt fiir f: U — R™

feC(UR™) <= f differenzierbar und df: U — L(R™,R™) mit a+ df(a) ist stetig.
Daher heiftt f stetig differenzierbar.

9.11 Satz (Kettenregel)
Seien U C R™ offen, V.C R™ offen, a € U, f: U — R™ und ¢g: V — R’, und es gelte

(&) f(U)CV;
(b) f ist in a differenzierbar;
(c) gist in f(a) differenzierbar.

Dann ist go f: U — R’ in a differenzierbar, und es gilt

d(go f)(a) =dg(f(a)) df(a) € LIR™ R") und Jyor(a) = Jo(f(a)) Js(a) € R

24



AMV-SKRIPT §9. TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT

9.12 Beispiel
Seien f: R? — R3 und ¢g: R® — R? gegeben durch

sin(z1x2)
flx)=1 =1 —x9 und  g(y) = <y1y2> )
$% Y3

Dann sind f und g C'-Funktionen mit

T3 cos(z1w2) 1 cos(w1T2) y2 y1 0
J5(x) = 1 -1 und  Jy(y) = <0 0 0> :
0 219

Fiir a = (0,1)T € R? ist f(a) = (0,—1,1)T, und mit Satz 9.11 folgt

Jyop(a) = Jy(0,—1,1) J;(0,1) = (‘01 8 (1)> (21: 21) — (‘01 g)

9.13 Satz
Seien U C R" offen und a € U.

(a) Sind f,g: U — R™ differenzierbar in a, so ist auch f + ¢ differenzierbar in a mit
d(f +g)(a) = df(a) +dg(a).
(b) Sind A € R und f: U — R™ differenzierbar in a, so ist auch \f differenzierbar in a mit
d(Af)(a) = Adf(a).
(¢) Sind f,g: U — R differenzierbar in a, so ist auch fg differenzierbar in a mit
d(fg)(a) = g(a)df(a) + f(a)dg(a).

(d) Ist f: U — R\ {0} differenzierbar in a, so ist auch 1/f differenzierbar in a mit

1 1
d?(a) = ImP df(a).

9.14 Definition (Kurvenintegral, Divergenz)
Seien I = [a,b] C R mit a < b und U C R" offen.

(a) Eine stetige Abbildung v: I — R™ heit Kurve. v heift eine C'-Kurve, falls Yap) €
C'((a,b),R") und die Grenzwerte v/(a) := lims_,, 7/ (s) und ~'(b) := lim,_,/(s) exis-
tieren. Fiir s € [a,b] heift +/(s) € R™ der Geschwindigkeitsvektor von  in s. Die Zahl
l(ry) = f: |7/ (s)]2 ds heift Lange von .

(b) Eine stetige Abbildung F': U — R™ heifit ein Vektorfeld. Ist F € C*(U,R"), so heift F
ein C'-Vektorfeld.
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(c) Sind 7: [a,b] — U eine C'-Kurve und F': U — R™ ein Vektorfeld, so heifit

/yF = /ab<F(’y(t)),’y/(t)>dt

das Kurvenintegral von F' langs ~.

(d) Ist F € CH(U,R"™), so heift div F(z) := >, 0;F;(z) die Divergenz von F in z. Die
Funktion div F': U — R mit z — div F'(x) ist dann stetig.

9.15 Beispiel

(a) Seien z,v € R™. Dann ist v: [a,b] — R™ mit v(¢) := x + tv eine C!-Kurve mit 7/(¢) = v
fir alle t und £(y) = (b — a)|v]a.

(b) Sei v: [0,27] — R2 mit (t) := (cost,sint)™. Dann ist 7/(t) = (—sint,cost)T, und es
gilt
2T 2T
(y) = / 1 ()|, dt = Vsin?t + cos2tdt = 2.
0 0
(c) Ist f € CH(U), soist Vf: U — R™ mit z ++ V f(x) ein Vektorfeld. Betrachte nun z. B.

f:R%2\ {0} = R mit f(z) = 1/|z|2. Dann ist F(z) = Vf(z) = —2/|z|3, und mit v aus
(b) folgt

= [y [ (G20 (280
= /Ozﬂ(costsint —sintcost)dt =0.

Das ist kein Zufall; vgl. dazu Satz 9.16.

(d) Seien F': R? — R? gegeben durch F(z) = (—x9,21)" und v wie in (b). Dann gilt
2T o T 2T
/F:/ << smt>7< Smt>>dt:/ (sin®t + cos® t) dt = 27 .
~ 0 cost cost 0
9.16 Satz

Seien U C R" offen, f € C*(U) und v: [a,b] — R" eine C'-Kurve. Dann gilt
[ V5= 160) - 1(1a).
.

Ist 7 geschlossen, d.h. v(b) = v(a), so folgt fﬁ/ Vf=0.

9.17 Satz (Mittelwertsatz, erste Version)

Seien U C R offen und f: U — R differenzierbar. Seien ferner x,y € U derart, dass die
Verbindungsstrecke zwischen x und y ganz in U liegt, d.h. z + t(y — z) € U fir ¢t € [0,1].
Dann existiert ein 7 € (0,1) mit

F) ~ F@) = (V@@ + 7y —a))y— ).
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9.18 Definition
Seien v: [a,b] — R" stetig und M : [a,b] — R™ ™ mit t — (m;;(t));; stetig. Wir setzen

/aby(t) dt = </ab71(t) dt,...,/ab%(t) dt>T€ RP¥1
/abM(t) dt = (/abmij(t) dt>ije R™*"

Man sieht leicht ein, dass dann fiir v € R™ gilt:
b b
(a) (J, @) dt,v) = [ (v(t),v) dt.
(b) (fci7 M(t)dt)v = f; M (t)vdt € R™ (Linearitét des Riemann-Integrals).

und

9.19 Satz
Ist v: [a,b] — R™ stetig mit a,b € R und a < b, so gilt

b b
/ay(t)dtzg/a |y (t)|, dt .

9.20 Satz (Mittelwertsatz, zweite Version)
Seien U € R"™ offen und f € C(U,R™). Seien ferner x € U und v € R™ mit x4 tv € U fiir alle
t € [0,1]. Dann gilt

1
f(:n—l—tv)—f(x):/o Ji(x +tv)vdt € R™.

9.21 Korollar (Schrankensatz)
Unter den Voraussetzungen von Satz 9.20 gilt

|f(z+v) - f(a:)‘2 <Ml mit M:= tlél[g}li]de(x + tv)]].
Hier und im Folgenden sei fir L € L(R"™,R™) stets

L’U2
|L|| := sup Lol -
verm\{0} [Vl2

9.22 Bemerkung
Fiir R™-wertige Abbildungen, m > 2, gibt es keine ,punktweise“ Version des Mittelwertsatzes
wie Satz 9.17. Ist z. B. 7: [0,27] — R2 mit y(¢) = (cost,sint)T, so ist

0=~(27) —v(0) #+/(7) = (=sinT,cos 7)1 V7€ 0,27].

Fiir die meisten Anwendungen ist der Schrankensatz 9.21 ausreichend.
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§10 Hohere Ableitungen und die Taylorformel

10.1 Definition
Sei U C R™ offen. Induktiv definieren wir fiir ¥ € N mit & > 2: Eine Abbildung f: U — R™
heifst k-mal stetig differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen 0;f(x) fir z € U und
i =1,...,n existieren und die Abbildungen 9;f: U — R (k — 1)-mal stetig differenzierbar
sind. Wir setzen

CHU,R™) := {f: U - R™| f k-mal stetig differenzierbar}

und

C(U,R™) =CoUR™):={f: U >R | [ stetig}.

Offensichtlich gilt C(U,R™) D CY(U,R™) O ... als Inklusionskette. Wir definieren noch die
beliebig oft differenzierbaren Abbildungen

C®(U,R™) = [ CMU,R™).
kelN

Schlieklich sei
ck(U) :=Cc*(U,R) VkeNyU{oo}.

10.2 Definition (Hessematrix, Laplace-Operator)
Seien U C R" offen, f € C}2(U) und # € U,

(a) Hf(x):=(0;0;f(x));; € R™*™ heift die Hessematriz von f in x.

(b) Af(z):=spurHp(z) = 1, 02 f(z) bzw. A =31 | 82 heift der Laplace-Operator.
10.3 Beispiel
Sei f: R? = R mit f(x) = z120€®'. Dann ist 01 f(z) = e*' (z122 + 22) und o f () = 21”1
sowie 010sf (1) = 0201 f(x) = ™1 (1 + x1), O3 f(x) = €™ (w179 + 222) und 92 f(z) = 0. Es folgt

Af(x) = 82/ (x) und

(e (zzo 4+ 2x2) €"(1 4 2)
Hf(x)‘( em11(12+a:1)2 0 1)

ist symmetrisch. Dies ist kein Zufall, siehe den folgenden Satz 10.4.

10.4 Satz (von Schwarz)
Seien U C R" offen, a € U und f € C3(U,R™). Dann gilt

alajf(a) = 8]61]0(&) Vi, j € {1, . ,’I’L} .

10.5 Korollar
Sind U C R" offen und f € C*(U,R™), so gilt

Oiy -+ 05, f(x) = 8iw(1) T aiw(k)f(x)

fiir alle x € U und jede Permutation 7 = {1,... k} — {1,... k}.
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10.6 Bemerkung (Potential)

Seien U C R" offen und F € C*(U,R"), d. h. F ist ein C'-Vektorfeld. Eine Funktion f € C(U)
mit V f(z) = F(z) heit ein Potential fiir x € U von F. Es ist wichtig zu wissen, ob F' ein
Potential besitzt, denn in diesem Fall gilt nach Satz 9.16

/F = f(v(b) — f(v(a)) VC-Kurven ~: [a,b] — U .
.

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz von f ist nach Satz 10.4 die Integrabilititsbedin-

gung

Ist U sternformig, d.h. es gibt g € U mit xg + t(y — x¢) € U fiir alle y € U und ¢ € [0, 1],

dann ist (%) auch hinreichend fiir die Existenz eines Potentials.

10.7 Beispiel
Sei F': R? — R2 mit F(z) = (23,71)T. Hat F ein Potential? Nein, denn

1
N Fy(x) =1#2x9 = 0pF(x) fiir x € R mit a9 # 3

10.8 Satz (iiber iterierte Richtungsableitungen)
Seien U C R" offen und f € C*(U,IR™). Dann gilt fiir € U und v',... ,vF € R"

Oyt -+ Oy f () = Z 9 8Zkf(x)vlllvfk

1,0 =1

mit v := (vf, ..., v0)T.

10.9 Bemerkung
Seien U C R" offen und f € C?(U). Dann folgt aus Satz 10.8 fiir z € U und v,w € R®

OpOy f () = Z 9;0; f (x) viw; = (Hy(z)v,w) = (v, Hf(z)w) .
ij=1

10.10 Definition und Bemerkung (Multiindex)
Seien U C R” offen und f € C*(U,R™). Nach Satz 10.8 gilt fiir z € U und v € R"

8ff(x) = Z 0, "'8Z-kf(x)vi11 vfk .
i1,y =1

Nach Satz 10.4 miissen wir nicht alle n* partiellen Abkleitungen 0;, - - - 0;,, f (x) berechnen, da
es auf die Reihenfolge der Indizes nicht ankommt. Um dies vereinfacht darstellen zu kdnnen,
benotigen wir ein paar Definitionen. Ein Element o = (aq,...,a,) € Nf heilt Multiindez.
Wir setzen:

(a) |la] :==a1+ ...+ ap.
(b) al:=ay! - apl.

(c) % :=af" - af fir z € R™.
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(d) 0%f(z) =0 --- 09~ f(x) (Ableitung der Ordnung |a|).

10.11 Satz
Seien a € N? und k = |a|. Dann existieren genau k!/a! Tupel (i1,...,iz) € {1,...,n}* so
dass

o =|{1<e<n|ig=j} fir je{1,...,n}.

10.12 Korollar
Seien U C R™ und f € C*(U,R™). Dann gilt

|
oNf(x) =Y g@o‘f(x)vo‘ VueR",
laj=k

wobei o € Npj.

10.13 Satz (Taylorfomel)
Seien U C R™ offen, f € CK(U) und a € U. Dann gilt fiir 2 € U mit a + t(z — a) € U fiir alle
t €10,1]

fz) = T (x) + Rg(x)

mit dem Taylorpolynom

rh) = 3 PNy

laf<k

und dem Restglied

Rf(z) = f(z) — TF(z) mit lim Ra(@) _g.

e —alf

Ist zudem f € C*1(U), so existiert 7 = 7(z) € (0,1) mit

RE(z) = 8O‘f(a—|—7'(m—a))(x_a)a'
|a§+l ol

10.14 Beispiel und Bemerkung
Seien U C R” offen und a € U. Ist f € C*(U), so gilt nach Korollar 10.12

ko gi
Tf(w)zzoav‘;(a) fir v=z-a.
‘]:

Insbesondere ist fiir f € C*(U)

T} (x) = f(a) + 9, f(a) = f(a) + (V(a).z —a).

=v

Fiir f € C?(U) gilt analog
1
T (@) = f(a) +(Vf(a),x —a) + 507 f(a) mit 8}f(a) &’ (Hf(a)(w — a). (z — a)).
Als Beispiel sei f: R? — R mit f(x) = z120¢*! gegeben. Nach Beispiel 10.3 gilt:
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o Vf(x)=e"(z2(1 4 z1),21)T, d.h. VF(0) =

* Hylz) = <em;g”:fl(fz++x?;62) eIl(loJr xl)) d.h. Hy(0) = G é)

Damit folgt 7¢(z) = 0+ 0 + (H;(0)x,x)/2 = 2% 4+ z122. Nun wollen wir 7§ berechnen: Sei
a € N2 mit |a| = 3. Wir unterscheiden vier Fille:

o a=(3,0) = 0°f(x) = B} f(x) = 226" (3 + x1) = I*f(0)/a! =0;
o a=(2,1) = 9°f(z) =002 f(z) =" (24 1) = 9*f(0)/a! = 1;
o a=(1,2) 9 f(z) = 930, f(x) =0 = d*f(0)/a! = 0;

e a=(0,3) = 0°f(x) =03f(x) =0 = 8*f(0)/a! = 0.

Damit folgt Tg’(:p) = x% +x129 +3§‘%JE2. Beachte: Wir mussten nur vier anstelle von acht dritten
partiellen Ableitungen ausrechnen.

10.15 Bemerkung
Andere Schreibweisen fiir hhere Ableitungen:

(b) Df(x) anstelle von 0% f(x).

(x) anstelle von 0;, - - - 9;, f(x).
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§11 Lokale Extrema
11.1 Definition (lokales und globales Extremum)
Seien (X, d) ein metrischer Raum, f: X — R und a € X.

(a) f hat in a ein lokales Minimum, wenn ein r > 0 existiert mit
f(z) > f(a) VaeUla).
(b) a heifst striktes lokales Minimum von f, falls ein r > 0 existiert mit
f(z) > f(a) VaeUla)\{a}.
(c) Gilt f(z) > f(a) fiir alle x € X, so heilt a globales Minimum von f.

(d) Analog zu (a)—(c) definiert man ein (striktes) lokales bzw. globales Maximum.

(e) a heifst lokales (globales) Extremum von f, wenn a ein lokales (globales) Maximum oder
Minimum von f ist.

11.2 Bemerkung
Diese Bezeichnungen werden oft nicht nur fiir a, sondern auch fiir f(a) verwendet. Zum Beispiel
sagt man: ,,f hat in a lokales Maximum gegeben durch f(a).”

11.3 Beispiel

(a) Seien X = R und f: X — R mit f(z) = 2* — 222 Dann ist 0 ein lokales Maximum,
aber kein globales.

(b) Seien X = [0,1] und f: X — R mit f(x) = z. Dann ist 0 ein globales Minimum und 1
ein globales Maximum.

(c) Seien X = (0,1) und f: X — R mit f(z) = . Dann hat f keine lokalen Extrema.

(d) Seien X = R2und f: X — R mit f(z) = 22. Dann ist (0,¢)" ein globales Minimum fiir
alle t € R, aber kein striktes lokales Minimum.

11.4 Satz
Seien U C R™ offen, f € C}(U) und a € U ein lokales Extremum von f. Dann gilt V f(a) = 0.

11.5 Definition und Bemerkung (kritischer und regulidrer Punkt)
Seien U C R™ offen und f € CY(U). a heifit kritischer Punkt von f, falls Vf(a) = 0, und
andernfalls reguldrer Punkt. Nach Satz 11.4 ist jedes lokale Extremum ein kritischer Punkt.
Die Umkehrung gilt nicht, wie folgendes Beispiel zeigt. Die Funktion f: R? — R mit
f(z) = 22—22 hat in (0,0)T einen kritischen Punkt, aber kein lokales Extremum, da f(¢,0) > 0
und f(0,t) <0 fir alle t € R\ {0} und f(0,0) = 0.
Ob eine Funktion f in einem kritischen Punkt ein lokales Extremum hat und von welchem
Typ dieses ist, werden wir nun anhand der Hesse-Matrix von f in diesem Punkt untersuchen.

11.6 Definition (Definitheit)

Seien S € R™™ symmetrisch, m(S) = min,,—1(Sz,z) und M(S) = max),,—(Sz, ).
Beachte, dass {x € R" | |z|s = 1} kompakt ist, so dass das Maximum und das Minimum
existieren. S heifst
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(a) positiv definit, falls m(S) > 0;
(b

positiv semidefinit, falls m(S) > 0;

d

)
)
(c) indefinit, falls m(S) <0 < M(s);
(d) negativ semidefinit, falls M (S) <0,
)

(e) negativ definit, falls M(s) < 0.

11.7 Bemerkung
Sei S wie in Definition 11.6. Dann gilt fiir alle z € R"

m(8)|zf3 < (Sz,z) < M(s)|zl3.

11.8 Satz
Seien U C R" offen, f € C2(U) und a € U ein kritischer Punkt von f. Dann gilt:

11.9 Bemerkung
Sei S € R™™ symmetrisch. Dann gilt:

(a) (Sz,y) = (z,Sy) fur alle z,y € R".
(b) S hat nur reelle Eigenwerte.

(c) Es existiert eine ONB aus Eigenvektoren by, ..., b, € R™ zu den Eigenwerten A\; < Ay <
... <Ay von S, d.h. Sb; = A\;b; und (b;, b;) = d;5.

Insbesondere ist S diagonalisierbar, und dabei gilt:
(d) S ist genau dann positiv (semi)definit, wenn \; >0 (\; > 0) fur allei =1,...,n.
(e) S ist genau dann negativ (semi)definit, wenn \; < 0 (A; <0) fir allei =1,...,n.
(f) S ist genau dann indefinit, wenn es Indizes ¢ und j mit A; > 0 und \; < 0 gibt.
Ist n =2, d.h. S € R?*?, so folgt:
(g) S ist genau dann positiv definit, wenn det .S > 0 und spur.S > 0.
(h) S ist genau dann negativ definit, wenn det S > 0 und spur S < 0.

(i) S ist genau dann indefinit, wenn det S < 0.
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11.10 Beispiel
Sei f € C?(R?) definiert durch f(x,y) = 23 + y® — 3xy. Dann ist

322 —3 0
Vi(z,y) = <3y2—3i> = <0> — g =y und y2 =z

() () e (- ()

Damit sind p; und ps die kristischen Punkte von f. Weiter gilt

Hy(z,y) = <2€ gj>, Hy(p1) = (_03 _03> , Hp(pe) = <_63 _63> -

Es ist det Hf(p1) = —9 < 0, d.h. Hf(p1) ist indefinit, also p; ein Sattelpunkt. Weiter ist
det H(p2) = 27 > 0 und spur Hy(p2) = 12 > 0, d.h. Hy(p2) ist positiv definit, also pp ein
striktes lokales Minimum. f hat keine globalen Extrema, denn f(z, ) = 223 — 322 — +oo fiir
x — +oo.
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§12 Lokale Diffeomorphie

12.1 Bemerkung

Seien U C R™ offen, V. R™ offen und f: U — V eine C'-Abbildung, die bijektiv ist und
eine stetig differenzierbare Inverse f~': V — U besitzt. Die Anwendung der Kettenregel auf
die Gleichungen idy = f~'o f und idy = f o f~! liefert

L, = Jay (@) = Iy (@) Jy(@) Vo eU
und
Ly = Jiay () = Jp (7 () Jp1(y) VyeV,
d.h.
1y = Jp(x)Jp-1 (f(z)) VaelU.

Daraus folgt .

m=n und Jpa(f(z)) = (Jr(z)) .
Falls m =n =1 gilt
()
Im eindimensionalen Fall gilt auch: Ist U C R ein offenes Intervall und f € CY(U) mit

f'(x) # 0 fiir alle x € U, so ist V := f(U) offen und f: U — V hat eine C'-Umkehrfunktion
f~5V — U, welche (x) erfiillt.

Frage: Ist im mehrdimensionalen Fall m = n > 1 die Invertierbarkeit der Jacobimatrix J¢(xo)
in einem Punkt zg € U hinreichend fir die ,lokale Invertierbarkeit“ von f um den Punkt x(?

12.2 Definition (Diffeomorphismus)
Seien U,V C R offen. Eine C'-Abbildung f: U — V heift ein Diffeomorphismus, falls f
bijektiv ist und f~': V — U ebenfalls eine C'-Abbildung ist. Wir schreiben
Diff(U,V) :={f: U — V| f Diffeomorphismus} .
Beachte, dass
feDiff(V,U) = f~!'eDiff(V,U)

und

T (f@) = (Jp2)™" VYeeU baw. df '(f(2) = (df(2))" VzeU,

siehe die Anwendung der Kettenregel in Bemerkung 12.1.
12.3 Beispiel
(a) Seien f: R™ — R™ mit f(z) = Tx + ¢, T € L(R",R") invertierbar und ¢ € R". Dann
gilt
f eDiff(R",R") mit f'(y)=T"'(y—c) fiir y € R".

(b) f: R — R mit f(x) = 23 ist eine bijektive C1-Abbildung, aber kein Diffeomorphismus,
denn

3 falls y >0
fT1:R— R mit f_l(y):: Y A Y=
—/—y falls y <O

ist in 0 nicht differenzierbar. Allerdings ist f: R — R mit f(x) = 23 +  ein C'-Diffeo-
morphismus nach Bemerkung 12.1.
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12.4 Definition und Satz
Sei Gl(n) :={T € R™"™ | T invertierbar}. Dann ist Gl(n) offen, und die Abbildung Gl(n) —
Gl(n) mit T+ T ist stetig.

12.5 Satz (von der lokalen Diffeomorphie)
Seien U C R" offen, f € CY(U,R") und a € U derart, dass J¢(a) € Gl(n). Dann existieren
offene Umgebungen U C U von a und V' C R" von f(a) derart, dass f|; € Diff(U, V).

12.6 Bemerkung
Satz 12.5 wird auch ,Satz von der inversen Funktion genannt.

12.7 Korollar
Sind U C R" offen und f € C'(U,R") eine Abbildung mit det J¢(z) # 0 fiir alle z € U, so
gilt:

(a) f(U) C R™ ist offen.
(b) Ist f injektiv, so ist f € Diff(U, f(U)).

12.8 Beispiel (Polarkoordinaten)
Seien U := (0,00) x R € R? und f € C}(U,R?) gegeben durch f(r,¢) := (rcos p,rsin ).
Dann gilt

cosp —rsinp

] _ 2 . 92 .
sin Tcoscp> mit detjf(raﬁﬁ)—r(cos Y +sin“p)=r>0.

Jr(r,p) = (
Damit ist J¢(r, ¢) invertierbar fiir alle (7, ¢) € U, und die Sétze 12.5 und 12.7a sind anwendbar.
Allerdings ist f nicht injektiv, denn f(r, o 4+ 2k7) = f(r, ¢) fur alle (r,¢) € U und k € Z. Wir
setzen U’ := (0,00) x (—m, 7). Dann ist U’ offen im R2, f|y ist injektiv, und es gilt Py :=
flor € Diff(U', V) mit V := R2\ {(21,0) | z1 < 0}. P, heifit die Polarkoordinatenabbildung.

Wie berechnet man die Jacobimatrix von Py ! in (1,1) € V? Esist (1,1) = Py(v/2,7/4),
wobei

1
— -1
7T 2
JP2<\/§71): \/17
— 1
V2
Nach Bemerkung 12.1 ist dann
1 1
) L 1 1 1 B 5
JPQI“’”:("%W’Z)) ~ Sl L]= @ ?
va Vel 73 3
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§13 Der Satz von der impliziten Funktion

13.1 Beispiel und Bemerkung

(a)

Viele Probleme bzw. Gleichungen der Analysis hingen von Parametern ab und man
mochte die Abhéngigkeit der Losungen von diesen Paramtern untersuchen. Betrachten
wir folgendes Beispiel: Seien A > 0 und Py: R — R mit Py(z) = Az + 22 — 3. Dann gilt
P{(z) = 3X\z? 4+ 2 > 0 fiir alle z € R, d.h. P, ist streng monoton wachsend. Ferner gilt
Py (xz) — +oo fiir  — +o00, so dass Py fir alle A > 0 genau eine Nullstelle g(\) besitzt.

Ist g: (0,00) — R mit A — g()\) differenzierbar? Falls ja, kann man ihre Ableitung ¢’
implizit berechnen. Sei dazu F': (0,00) x R — R mit F(\,z) = P\(z). Dann ist F' eine
Cl-Funktion mit 01 F(\, ) = 23 und 0, F(\, ) = P{(z) = 3\z® + 2. Da F(\,g(\)) =
Py(g(N)) = 0 folgt mit der Kettenregel

' %F(A’gm) = Jr(Ag() <g’(1)\)> = 0F (A g(N) + 0F (X, g(N) g'(N)
- 3
= g0 = (2P (\a) F(g) = ‘%'

Fir A =1 gilt z.B. g(1) =1 und ¢'(1) = —1/5.
Allerdings haben wir die Differenzierbarkeit von g bisher nicht gezeigt! Diese wird aus

Satz 13.2 folgen.

Sei F': R? — R eine C'-Funktion mit Nullstellenmenge N := {(z,y)* | F(z,y) = 0} C
R?2. Kénnen wir die Gleichung F(z,y) = 0 nach 2 oder y auflssen? Mit anderen Worten:

Koénnen wir N als Graph einer Funktion y = y(x) oder x = x(y) schreiben (evtl. mit
C!-Funktionen)?

Im Allgemeinen funktioniert das nicht; sei z.B. F(z,y) = 2% + y? — 1. Dann ist N =
0B1(0). Allerdings existieren zu jedem (z,y)" € N Umgebungen U, C R von  und
U, C R von y sowie zumindest eine der C'-Funktionen ¢;: U, — Uy und go: Uy — Uy
mit

NN Uy xUy) ={(&91() | €€ Us} oder NN (UyxUy) = {(92(6),€) | £ € Uy}

Fiir (z,y) = (1,0) kann man z.B. U, = (0,00) und U, = (—1,1) wihlen, und es gilt
N xUy) = {(VI=&,8) | ¢ (-1},

was den rechten Halbkreis beschreibt. Hier ist dann g: Uy — U, mit g(§) = /1 — &2

Der folgende Satz liefert ein allgemeines Kriterium fiir die Auflésbarkeit von Gleichungen bzw.
Nullstellenmengen.

13.2 Satz (von der impliziten Funktion)
Seien k,m € N, n = k+m, U C R" offen und F € C*(U,R™). Wir schreiben z = (z,y) €
U CR" mit z = (z1,...,7:) € R¥ und y = (y1, ..., ym) € R™ sowie

Jp(z) = <g—§(z), g—g(@) e R™"
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mit 5 5
Fy Fi
oF 8—:131(2) 8—:13;.3(2)
%(Z) _ e Rmxk
8%1 ¥ 8%1 “
und
oF, o
a—yl(z) —3ym (2)
aF . mXxXm
—(2) = : : e R .
dy
aFm( ) aFm( )
z z
8yl 8ym

Dann gilt: Ist zg = (x0,y0) € U mit F(z9) = 0 und %—5(20) € R™*™ invertierbar, so existieren
g,0 > 0 und eine C'-Abbildung g: U.(zo) — Us(yo) derart, dass fiir (x,y) € U-(wg) x Us(yo)

F(r,y) =0 <= y=g(z)

gilt. Insbesondere ist

8F(Z0)>_1 OF

13.3 Satz (Ableitung der impliziten Funktion)

Seien k, m, n, U und F € C'(U,R™) wie in Satz 13.2. Seien ferner U; C R offen und
g € CY(U1,R™) eine Abbildung mit (z,g(x)) € U und F(z,g(x)) = 0 fiir alle € U;. Dann
gilt fiir alle € Uy mit 0F (z, g(z))/0y € Gl(m)

-1
1) = (G (wae) ) G (wnala)) € R

13.4 Beispiel

(a) Sei F': R? — R definiert durch F(x,y) = 2% + y* — 1 (siehe Beispiel 13.1b). Dann ist
OF .
azF(w,y)Za—y(:v,y)z%#O fir y#0.

Also existieren fiir alle 29 = (z0,70) € N := {(z,y)T | F(x,y) = 0} mit y9 # 0 nach
Satz 13.2 Umgebungen U.(zo) und Us(yo) und eine C'-Abbildung g: U.(z0) — Us(yo)
mit

N N (Us(@0) x Us(yo)) = Graphg == { (€,9(0)) | € € Uelwo) }

Hier gilt speziell fiir £ € U(zo)

€ = V1—€2  falls yo >0,
TSI T VT8 falls g < 0.
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(b) Wir betrachten das (unterbestimmte) nichtlineare Gleichungssystem
322 — P+ P+t =4, 222 —Prui—v=1 ()

fiir (z,y,u,v)T € R* Offensichtlich ist zg = (1,1,1,1)T € R* eine Losung. Kann man
(¥) lokal bei 2z nach den Variablen (u,v) durch eine C'-Abbildung auflésen? Schreibe
(%) als F(z,y,u,v) = (0,0)T mit F € C'(R* R?) gegeben durch

2 .92.,.3, .2
Flo,yuv) <3x Y2+ u’ + v 4>’

202 — P4 —v—1
so dass F(z9) = 0. Fiir z = (x,y, u,v) gilt

oF 0F;
OF u (2)

——(2) 2
_ ov _[3u® 20 OFZ:?,Q:
8(%“)(2)_ @(z) %(z) _<2u _1>7 8(%“)(0) (2 _1> .T
ou ov

mit detT = —7 # 0. Nach Satz 13.2 existieren also £,6 > 0 und eine C'-Abbildung
g: U(1,1) — Us(1,1) derart, dass fiir z = (z,y,u,v) € Us(1,1) x Us(1,1)
Flz)=0 < (u4,v) =g(z,y)

gilt. Weiter ist

g Lf/=1 =2\ _1/1 2

r o7 \-2 3) 7\2 -=3)°

OF,

oF B ) Ty () (& )

o(z,y) (20) = %(Z | %(z | Ar —3y2
ox 0 dy 0

so0=3( ) (509

nach den Satzen 13.2 und 13.3.

_ <6 —2)
(m7y7u7v):ZO 4 _3

Falls man die Regel vergessen hat: Differenziere die Gleichungen

3% — v + g1(2,9)® + ga(w,9)* =4, 20" =y’ + 01(2,9)° — ga(w,y) = 1
nach z und vy, setze zp = (1,1,1,1) ein und 16se nach

og dgo g1 0go
%(171)7 %(171)7 a—y(Ll)v a—y(Ll)

auf (implizites Differenzieren).

Kann man (%) lokal bei zy auch nach anderen Variablen auflosen, z.B. nach (z,y)
(Ubungsaufgabe)? Dies kann man mit Satz 13.2 beantworten, wenn man die Koordinaten
geeignet umstellt. Wichtig ist dann die Matrix F (29)/0(z,y) € R**2. Eine allgemeine
Formulierung von Satz 13.2, die Koordinatenumstellungen beriicksichtigt, geben wir in
Satz 13.7.
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13.5 Definition (regulidrer Punkt und Wert)
Seien U C R" offen und f € CH(U,R™). Fiir w € R™ sei

[ w) ={z e U] f(z) = w}
das Urbild von w unter f.

(a) z € U heikt reguldrer Punkt von f, falls df(z) € L(R", R™) surjektiv ist; dazu muss
insbesondere m < n gelten.

(b) w € R™ heikt reguldrer Wert von f, falls alle z € f~!(w) regulire Punkte sind.

13.6 Bemerkung
In der Situation von Definition 13.5 gilt fiir z € U und w € R™:

(a) z ist ein reguldrer Punkt
<= RangJs(z) =m
<= die Zeilen von Jf(z) sind linear unabhéngig im R"
<= J¢(z) hat mindestens m linear unabhéngige Spalten .

(b) Ist w ¢ f(U), so ist w ein regulédrer Wert von f.
(c) Im Fall m =1, d.h. f € CL(U), gilt
z ist reguldrer Punkt von f <= Vf(z) #0 (vgl. Definition 11.5).

(d) Nichtregulare Punkte bzw. Werte nennt man singuldr oder kritisch.

13.7 Satz

Seien U C R" offen, f € CY(U,R™), m < n, k := n—m, z € U ein regulidrer Punkt
von f und w = f(z). Seien ferner m € S, eine so gewdhlte Permutation, dass die Vektoren
Orh+1)f(2)s -+, Oxm) f(2) € R™ linear unabhéngig sind (vgl. Bemerkung 13.6a), und T' €
Gl(n) die durch Te; = e, ;) fiir j = 1,...,n eindeutig festgelegte lineare Abbildung. Dann
existieren offene Teilmengen U; € R* und V € U mit z € V sowie g € C(U;,R™) derart,

dass
-1 ZT
w)NV =<T zel ;.
v ={r ()| -<n)
13.8 Bemerkung

Satz 13.7 sagt insbesondere, dass man das Urbild f~!(w) eines regulédren Werts w € f(U) einer
Abbildung f € C'(U,R™), mit U C R" offen und m < n, lokal als Graph einer C'-Abbildung
schreiben kann, wenn man die Koordinaten geeignet umnummeriert.

13.9 Beispiel

(a) Sei f € C'(IR?) definiert durch f(z,y) = 2% — %2. Dann gilt Vf(x,y) = 2(z,—y)T =0
genau dann, wenn (z,y) = (0,0), d.h. (0,0)T ist der einzige kritische Punkt von f und
damit 0 der einzige kritische Wert von f. Beachte, dass (1,1)" ein regulirer Punkt von
fist, f(1,1) = 0 aber kein reguldrer Wert von f ist.

Skizziere die Mengen f~!(c) C R?, genannt Hohenlinien von f, fiir ¢ nahe 0. Es gilt die
Regel: Die Gestalt der Hohenlinien kann sich nur bei kritischen Werten von f grundle-
gend dndern.
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(b) Sei f € C'(R3,R?) definiert durch

2 2 2
. TrH+ Yy +z . . T Yy z
f(x,y,z)— <($—1)2+y2—|—22> mit Jf($7yaz)_2<x_1 y Z>'

Es ist Rang Jf(z,y, 2) = 2 genau dann, wenn y # 0 oder z # 0, d.h. {(z,0,0)T | z €
R} C R? ist Menge der kritischen Punkte von f. Damit ist

(IR

die Menge der kritischen Werte von f. Seien nun a,b > 0. Geometrisch ist f~'((a,b)™)
der Schnitt der Kugeloberfliche (auch Sphire genannt) mit Radius v/a um 0 mit der
Sphire mit Radius /b um (1,0,0)T. Der Wert (a, b)T ist genau dann kritisch, wenn
Vva+ /b =1 oder |v/a — v/b| = 1, d.h. wenn sich die beiden Sphiren in einem Punkt
beriihren.
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§14 Extremwertbestimmung unter Nebenbedingungen
und Untermannigfaltigkeiten

14.1 Bemerkung

Seien V' C R™ offen und f € C}(V). Oft interessiert man sich fiir die Extremwerte von f|ys,
wobei M eine gegebene Teilmenge von V' ist. Man sucht also Extrema x von f unter der
Nebenbedingung = € M. Ein konkretes Beispiel ist

2%+ (y)Q + (5)2 — 1} (Ellipsoid) .

V=R? M:= {(:E,y,z)TGIR?’ 5 3

Sei nun ¢ = (0,0,1)T. Da M abgeschlossen ist, existiert nach einer Ubungsaufgabe ein Punkt
p € M, der den Abstand zu ¢ minimiert, d. h. |p — ¢l = dist(g, M). Wie berechnet man einen
solchen Punkt p?

p ist ein globales Minimum von f|y;, wobei f € C1(V) gegeben ist durch f(v) = |v — ¢3.
Offensichtlich kann p kein kritischer Punkt von f sein, denn der einzige kritische Punkt von
f ist q. Welche Bedingung erfiillt V f(p) dann?

14.2 Definition (Tangentialvektor)
Seien M € R” eine Menge und p € M. Ein Vektor v € R" heifst ein Tangentialvektor von M
in p, falls es ein € > 0 und eine in 0 € R differenzierbare Kurve ~: (—e,e) — R™ gibt mit

y(t) € M fiir t € (—e,e), ~(0)=p und ~'(0)=v.

14.3 Satz
Seien V C R™ offen, f € C}(V), M C V eine Menge und p € M ein lokales Extremum von
flasr- Dann gilt

<Vf(p),?)> =0

fiir alle Tangentialvektoren v von M in p.

14.4 Definition und Bemerkung

Seien V' C R" offen, f € C}(V) und M C V. Wir nennen p € M einen kritischen Punkt
von f|pr, falls (Vf(p),v) = 0 fiir alle Tangentialvektoren v von M in p. Nach Satz 14.3 ist
jedes lokale Extremum p von f|ps ein kritischer Punkt von f|ps. Je komplizierter* M in der
Nahe von p ,aussieht”, desto schwieriger ist es, die Menge aller Tangentialvektoren von M zu
bestimmen. Im Folgenden betrachten wir eine Klasse von Mengen, wo dies einfach ist.

14.5 Definition (Untermannigfaltigkeit)

Seien 0 < k < nund M C R"™ M heifit eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R",
falls es zu jedem Punkt p € M offene Teilmengen U C RF und V' € R™ und ein ¢ € CH(U,R™)
gibt mit:

(a) peV.
(b

(c
(d) dy(x) € L(RF,R™) ist injektiv fiir alle z € U.

1 bildet U bijektiv auf M NV ab.

L M NV — U ist stetig.

)
)
)
)
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Erfiillt ¢ die Bedingungen (a)—(d), so nennt man ¢: U — M NV (oder genauer das Tripel
(U, V,1)) eine lokale Parametrisierung von M um p. Fazit: ,k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeiten sehen lokal so aus wie offene Teilmengen des RF.“

14.6 Beispiel
Seien 0 < k <n — 1, U C R¥ offen und f € C'(U, R"*). Dann ist

M := Graph f = {(z, f(z)) | z € U}
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

14.7 Satz (vom regulidren Wert)
Seien D C R®, f € CY(D,R™) mit m < n und w € R™ ein regulirer Wert von f. Dann ist
M = f~Y(w) eine (n — m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

14.8 Beispiel (stereographische Projektion)
Seien f: R® — R definiert durch f(z) = |z|3 und S := f~}(1) = {x € R" | |z|]; = 1}. Da
Vf(x)=2x #0 fiir alle x € S ist 1 ein reguldrer Wert von f. Somit folgt mit Satz 14.7, dass
S eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Es gibt viele Moglichkeiten, S lokal zu
parametrisieren, z. B. durch die stereographische Projektion:

Seien U = R ! und V4 = R™\ {#e,}. Dann ist S = (SN V,)U(SNV_). Definiere dann

Yy : U — R™ durch
1 2x
)= —> .
V) = T <i<|x|% - 1))

Dann gilt:
o Ist pe S\ {e,}, soist (U, Vy,1y) eine lokale Parametrisierung um p.

o Ist pe S\ {—en}, soist (U, V_,9_) eine lokale Parametrisierung um p.

14.9 Definition und Satz
Sei B C R" eine Menge. Wir setzen:

(a) Die lineare Hiille von B ist

span B := ﬂ V.
V<R"™ mit BCV

(b) Das orthogonale Komplement von B ist
Bt :={veR"|(vb)=0 Vbe B}.
Dann gilt: B+ ist ein Untervektorraum von R™ mit R™ = span B ® B+ und (B+)' = span B.

14.10 Definition (Tangential- und Normalraum)
Seien M C R eine Untermannigfaltigkeit und p € M. Dann setzen wir:

(a) Der Tangentialraum von M in p ist

T,M :={v € R" | v Tangentialvektor von M in p}.
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(b) Der Normalraum von M in p ist
NyM := (T,M)*.

14.11 Satz
Seien M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, p € M, U ¢ R* und V C R™ offen,
Y: U — M NV eine lokale Parametrisierung von M um p und g := ¢ ~!(p). Dann ist

T, M = Bild d¢(xg) .

Insbesondere ist T, M ein k-dimensionaler Unterraum des R™, da d¢)(zo) € L(R¥, R™) injektiv
ist.

14.12 Bemerkung
Seien V' C R™ offen, f € C}(V) und M C V eine Untermannigfaltigkeit des R". Dann gilt fiir
allep e M

p ist kritischer Punkt von flyy <= Vf(p) € N,M.

Dies folgt aus Definition 14.4 und der Definition von N,M.

14.13 Satz
Seien V' C R" offen, g € C1(V,R™) mit m < n und M := g~!(c) fiir einen reguliiren Wert
c € g(V). Dann gilt fiir alle p € M:

(a) T,M = Kerndg(p).
(b) NpM = span{Vgi(p),...,Vagm(p)}.

14.14 Korollar (Lagrange-Multiplikatoren)
Seien V' C R™ offen, f € CY(V), g € CL(V,R™) mit m < n und M := g~1(c) fiir einen
reguliren Wert ¢ € g(V') von g. Dann gilt fiir alle p € M

p ist kritischer Punkt von f|s
<~ 3JA,.., An€R mit Vf(p)=MVap) +...+ MVan(p).

Dies trifft insbesondere zu, wenn p ein lokales Extremum von f|p; ist. Die Zahlen Ay,... ;)\,
heifsen Lagrange-Multiplikatoren.

14.15 Beispiel
Seien ¢ = (0,0,1)T € R? und f, g € C*(IR?) gegeben durch

2
2 2\ 2
::E2—|—y2—|—(2— 1)27 g(m,y,z) :332+ <g> + <_)

flz,y,2) = 5 3
2

Yyl —4

‘ X
z

sowie M := g~1(1). Wegen Vg(z,y,2) = (2x,5/2,22/9)T # 0 fiir (z,y,2)" # 0, also fiir
(z,y,2)T € M, ist 1 ein regulirer Wert von g. Da M abgeschlossen ist, existiert nach Ubungs-
aufgabe 19 ein p = (z,y,2)T € M mit |p — ¢|o = dist(q, M), d.h. p ist ein globales Minimum
von f|ps. Nach Korollar 14.14 existiert ein A € R mit V f(p) = AVg(p), d.h.

9y 2; I:(1—MNz=0

2y =\ 2 = II:(4—=MNy=0.

2(z = 1) 2z III: (9—A\)z=9
9

Wir unterscheiden drei Falle:
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(a) Sei z # 0. Dann folgt A = 1 aus I und damit y = 0 aus II und z = 9/8 aus III.
Wegen 1 = g(z,y,2) = 22 + (3/8)? folgt weiter #2 = 1 — (3/8)? und damit f(z,y,z2) =
1—(3/8)%+(1/8)2 =17/8.

(b) Sei y # 0. Dann folgt A = 4 aus I und damit z = 0 aus II und z = 9/5 aus IIL
Wegen 1 = g(z,y,2) = (y/2)* + (3/5)? folgt weiter y?> = 4(1 — (3/5)?) und damit
fla,y,2) = 4(1 = (3/5)%) + (4/5)* = 16/5.

(c) Seien # = y = 0. Wegen 1 = g(=,y,2) = (2/3)? folgt z = +3 und damit f(z,y,2) =
(z —1)2 =4 oder f(x,y,z) = —16.

Da p das globale Minimum von f|; ist, kommt nur Fall (a) in Frage. Wir erhalten also

dist(q, M) = \/f(p) = /7/8.

14.16 Satz
Seien T € R™" symmetrisch und f € C'(R") definiert durch f(x) = (Tx,z). Sei ferner
S :={x € R"||z|2 = 1}. Dann gilt fir x € S

x ist kritischer Punkt von f|¢ <= =z ist Eigenvektor von T .
Gilt dies, so ist f(z) der zugehorige Eigenwert.

14.17 Korollar
Seien L € R™ ™ und

L
IL|| == sup | Lz = max |Lz|s
weRM\{0} |T]2  |zlx=1

die Operatornorm der zugehorigen linearen Abbildung beziiglich | - |2. Sei ferner A\ der grofte
Eigenwert von LTL € R™™. Dann gilt || L|| = vV/\.
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Kapitel 3

Das Lebesgue-Integral

Unsere Ziele sind:
(a) Definiere ein Volumen fiir eine moglichst grofe Klasse von Teilmengen des R".

(b) Definiere ein Integral fiir eine moglichst grofe Klasse von Funktionen f: A — R, wobei
A C R"™. Selbst im Fall n = 1 wird das hier konstruierte Integral bessere Eigenschaften
haben als das Riemann-Integral aus der EHM. Zum Beispiel kénnen wir der (nicht
Riemann-integrierbaren) Dirichletfunktion f: [0,1] — R mit

1 falls x € Q,
ﬂ@_{ommx¢Q

einen Integralwert zuordnen.

§ 15 Halboffene Quader und ihre Zerlegungen

15.1 Definition (Quader)
Fiir a,b € R™ schreiben wir

(a,b] := (a1,b1] x ... X (an,by] C R"

und nennen [ := (a,b] einen (halboffenen) Quader mit Eckpunkten a und b. Beachte: Es ist
I=0, falls b; <a; fireini=1,...,n.
Die Zahl
) = (by —ay) - (b, —ay,) falls T#0,
BRC falls =0

heifst Volumen des Quaders I. Die Menge aller halboffenen Quader im R™ bezeichnen wir mit

@n-

15.2 Satz
Seien I, J € @,,. Dann gilt:

(a) INJ e Qy.
(b) Es gibt endlich viele Quader I,..., I € Q, mit I\ J = J;, [; und I; N I; = { fiir
i .
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15.3 Korollar
Seien I, 11,...,1I;, € Q,. Dann existieren endlich viele Jy,...,Jy € @, mit

I\(Ilu...UIk):Jlu...UJg
und J; N J; = 0 fiir i # j.

15.4 Satz
Seien Iy, € Q) fir k € N derart, dass Jy NI, = 0 fiir k # £ und I := Upo; I, € @y gilt, so
folgt

o0

UEDIAE

k=1

genannt o-Additivitdt des Quadervolumens.

15.5 Korollar
Seien I, Iy, ..., I € Q, mit I; C I fir alle ¢ und I; N I; =  fiir ¢ # j. Dann gilt

k

izl < 1l.

i=1

15.6 Korollar
Seien I, € @y, fiir k € N und M = (J;2 I;. Dann existieren Jj, € Q,, fiir k € N mit

(a) M =gy Ji;
(b) JpNJp =0 fiir k # ¢;
(©) 2221 [kl < 2202 k.

15.7 Satz
Jede offene Menge D C R'™ ldsst sich als disjunkte Vereinigung abzé&hlbar vieler Quader aus
Q. schreiben.

48



AMV-SKRIPT §16. DAS AUSSERE LEBESGUE-MASS UND NULLMENGEN

§16 Das aultere Lebesgue-Mafs und Nullmengen

16.1 Definition und Bemerkung
Im Folgenden sei R = R U {oo} U {—oc}.

(a) Fir a € R vereinbaren wir

1. a+ 0o = o0;
ii. a — 00 = —o0;
ili. a/oo = 0;
o0 falls a > 0,
iv. a-c0=1<¢0 falls a =0,
—oo falls a <0;

v. a-(—o0) = (—a) - 0.

(b) Fiir A C R setzen wir

: 00 falls co € A,
i. sup A =
sup(ANR) falls co ¢ A;

- —00 falls —oco € A,
ii. inf A :=
inf(ANR) falls —co ¢ A.

(c) Ist (agx)r C IR, so sei

i. iminfy_, o ar = limg_, o inf{a, | n > k};

ii. limsup,_, . ap = limg_, oo sup{a, | n > k}.
Falls diese iibereinstimmen, schreiben wir limy_, o, aj fiir den gemeinsamen Wert.

(d) Ist (ag)r C [0, 00] eine Folge, so setzen wir

o n

E ag := lim E ag .
n—oo

k=1 k=1

Mit dieser Definition gilt der Doppelreihensatz: Sind a; € [0, 00] fiir i,k € N, so ist

o o0 o0 o0 o
g g Qif = E E Qif;, = g Ak
i=1 k=1 k=1 i=1 i,k=1

wobei die letzte Summe auch fiir eine beliebige Abzdahlung der Tupel (i,k) € N x N
steht.

16.2 Definition (dufieres Lebesgue-Mafl)
Fiir A C R"™ sei

M (A) = inf{ > Il
k=1

I,€Qn, AC Ulk} € [0, 0]
k=1
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das dufere Lebesque-Mafl von A. Beachte: Es ist
{ } #0 wegen R"= U(xk,yk]
k=1
mit 2% = (—k,...,—k) und y* = (k,..., k) € R™

16.3 Satz
Seien A, B, A, C R" fiir K € N. Dann gilt:

) >

(a
(b
(c
(d

) A*(A
) A*(0) =

) A*(A) < A*(B), falls A C B.
) MU Ar) < 5002 A (Ag).

16.4 Satz
Fir I € Q,, gilt
A =|1].

16.5 Definition (Nullmenge)
Eine Menge A C R”™ heifst Nullmenge, falls

A (A4) = 0.

Dies gilt genau dann, wenn fiir alle € > 0 Quader I € Q(n) fir k£ € N mit der Eigenschaft
A CUpZ Iy und > 772 |Ii| < € existieren.

16.6 Satz
Seien A, B, A, C R" fiir K € N. Dann gilt:

(a) Ist A eine Nullmenge und B C A, dann ist auch B eine Nullmenge.

(b) Sind alle Ay, fiir k € N Nullmengen, dann ist auch (J;~; Ax eine Nullmenge.

16.7 Beispiel
(a) Fir alle z € R" ist {x} C R"™ eine Nullmenge.
(b) Jede abzdhlbare Teilmenge des R™ ist eine Nullmenge nach (a) und Satz 16.6b.
(c) R" ! x {z} C R™ ist eine Nullmenge.

16.8 Satz
A C R" ist genau dann Nullmenge, wenn fiir alle ¢ > 0 Mengen A C R™ fiir k € N existieren
mit A C Jpo; Ak und Y 32 (diam Ag)" < e.

16.9 Korollar
Seien D C R™ und f: D — R Lipschitz-stetig. Ist dann A C D eine Nullmenge, so ist auch
f(A) C R eine Nullmenge.
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16.10 Bemerkung

Ist f: R — R"™ affin linear, d.h. f(z) = Tz + c mit T € L(R") und ¢ € R", so ist f
insbesondere Lipschitz-stetig und bildet nach Korollar 16.9 Nullmengen auf Nullmengen ab.
Folglich ist jeder affine Unterraum V' C R der Dimension kleiner n eine Nullmenge im R",
da R" ! x {0} eine Nullmenge ist und man 7" und ¢ so withlen kann, dass V C f(R"~! x {0})
gilt.

16.11 Satz
Seien D C R"™ offen und f € C'(D,R"). Ist dann A C D eine Nullmenge, so ist auch f(A)
eine Nullmenge.

16.12 Bemerkung
(a) Sind D C RF offen, n > k und f € CY(D,R"7*), so ist
Graph f := {(«, f(2)) | z € D}

eine Nullmenge im R". Dies folgt aus Satz 16.11. Setze dazu D := D x R"* und
feci(D,R").

(b) Mit Satz 16.11 kann man auch zeigen, dass jede kompakte k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit flir £ < n eine Nullmenge ist.
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§17 Messbarkeit und Lebesgue-Maf

17.1 Bemerkung
Das in Definition 16.2 definierte &ufsere Lebesgue-Mafs ist leider nicht additiv, d.h. es gibt
disjunkte Mengen A, B C R” mit

N(AUB) < \*(A) + \*(B).

Solche ,bosen Mengen kann man aber nur mit dem Auswahlaxiom konstruieren. Im Folgenden
betrachten wir eine Klasse von Teilmengen des R” fiir die stets

A*(U Ak> = A(Ag)

keN keN

gilt, falls die Ag, k € N, paarweise disjunkt sind.

17.2 Definition (Messbarkeit)
Eine Teilmenge A C R heifst messbar, falls

X(Z)=XN(ZNnA)+X(Z\A) VZCR"
gilt. Die Klasse der messbaren Teilmengen des R™ sei mit M bezeichnet.

17.3 Bemerkung
Fiir beliebige Teilmengen A, Z C R gilt

N(Z) < N(ZNA)+ N (Z )\ A)
(vgl. Satz 16.3d).

17.4 Satz
Sei A C R"™. Dann gilt:

(a) Ist A eine Nullmenge, so folgt A € M.
(b) Ist A € @, so folgt A € M.

17.5 Hauptsatz (o-Algebra der messbaren Mengen und Lebesgue-Mafl)
(a) Das System M der messbaren Teilmengen des R™ bildet eine o-Algebra, d.h. es gilt:

i 0eM.
ii. Ist A€ M, so gilt R"\ A € M.
iii. Sind Ay € M fiir k € N, so gilt ;o Ax € M.

(b) Die Einschrankung A: M — R U {oo} der fiir alle Teilmengen des R" definierten Men-
genfunktion A* ist ein Mafs, d. h. es gilt:

i. Esist A(A) > 0 fiir alle A € M.
ii. A(0) =0.
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iii. Sind die Ag, k € N, paarweise disjunkt, so gilt die o-Additivitat

A(U Ak> =D M)
k=1 k=1
A heifit das (n-dimensionale) Lebesgue-Maf.

17.6 Korollar
(a) Ist A C R™ offen, so folgt A € M.
(b) Ist A C R™ abgeschlossen, so folgt A € M.

17.7 Korollar
Seien A, B, A, € M fiir k € N. Dann gilt:

(a) ANBeM, A\ Be M und ey Ak € M.
(b) Ist B C A mit A\(B) < o0, so folgt A\(A\ B) = A(4) — A\(B).
(c) Gilt A C A4 fiir alle £ € N, so folgt

)\<U Ak> = lim \(4y).

keN

(d) Gilt AM(A1) < oo und Ag4q C Ay fiir alle £ € N, so folgt

)\<ﬂ Ak) = lim A(4y).

keN

17.8 Definition (Gs-Menge)
Eine Teilmenge H C R”™ heifit eine Gs-Menge, falls es offene Mengen Dy, € R” fiir £ € N gibt
mit

H = ﬁDk.
k=1

17.9 Beispiel
(a) Ist D C R™ offen, so ist D eine Gs-Menge.

(b) Ist D C R™ abgeschlossen, so gilt D = (;2; Dy mit Dy, := {x € R" | dist(z, D) < 1/k}.
Da D fiir alle k € N offen ist, ist D eine G§-Menge.

17.10 Satz
Sei H C R" eine Gg-Menge. Dann ist H € M.

17.11 Satz
Sei A C R™. Dann sind dquivalent:

(a) Ae M.
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(b) Fiir jedes € > 0 existiert eine offene Menge D C R™ mit A C D und A*(D \ A) < e.

(c) Es existiert eine Gs-Menge H C R"™ mit A C H derart, dass H \ A eine Nullmenge ist.
17.12 Bemerkung

(a) Q C R ist keine Gs-Menge.

(b) R\ Q =,eq(R\ {g}) ist eine G5-Menge.

17.13 Beispiel
Sind a,b € R mit a < b, so ist

AMa,b]) = A((a,b)) = A((a,b]) = |(a,b]| =b—a,

da {a} und {b} Nullmengen sind.
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§ 18 Messbare Funktionen und Elementarfunktionen

18.1 Definition (Messbarkeit)
Seien B € M und f: B — R eine Funktion.

(a) Fiir ¢ € R definieren wir
{f>c}={zeB| flx)>c}CB
und analog fiir ,, <, ,>* ,<“ und ,,=". Insbesondere ist

{f=c=f")cCB.

(b) f heifst messbar, falls folgende dquivalente Bedingungen gelten:

i. {f>c}e M firalle ceR;
ii. {f <c}e M fir alle c € R;
iii. {f >c} e M fiir alle ¢ € R;
iv. {f <c} e M fir alle c € R.

18.2 Bemerkung
Seien B€ M und f: B — R.

(a) Ist f messbar, soist f~1(c) = {f > ¢} N {f < ¢} messbar fiir alle c € R.

(b) Definiert man f: R® — R durch

f(a) f(z) falls x € B,
€Tr) =
0 falls = ¢ B,
so gilt
f messbar <= f messbar.
18.3 Satz

Sind B € M und f: B — R stetig, so ist f messbar.

18.4 Satz
Seien B € M, f,g: B — R messbar und A € R. Dann gilt:

(a) Af: B — R ist messbar.

(b) Ist {f=00}N{g=—00} =0 = {f=—0c0}N{g=0x}, soist f+g: B — R wohldefiniert
und messbar.

18.5 Satz
Seien B € M und f;: B — R fiir k € N messbar. Dann gilt:

(a) Die punktweise definierten Funktionen infy, f; und sup;, fi sind messbar. (Dies gilt dann
auch fiir ming fr und maxy, fj bei endlich vielen Funktionen.)

(b) Die punktweise definierten Funktionen lim infy fx und lim sup;, fi sind messbar.
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18.6 Korollar (Positiv- und Negativteil)
Seien B € M und f: B — R messbar. Dann sind auch

fT=max{f,0}, f~:=—-min{f,0}, [fl=/f"+/f"
messbar.

18.7 Definition (fast tiberall)

Seien B C R™ und A eine Aussage iiber Punkte aus B. Wir sagen: ,,A gilt fast dberall (kurz:
f.11.), wenn es eine Nullmenge N C B derart gibt, dass A fiir alle z € B\ N gilt. Ist B bekannt,
so sagen wir kurz: ,, A gilt fast iiberall“.

18.8 Satz
Seien B € M und f,g: B — R. Ist f messbar und f = g f.ii. auf B, so ist auch g messbar.

18.9 Korollar
Seien B € M, fi: B — R fiir k € N messbar und f: B — R mit f; — f punktweise f.ii. auf
B. Dann ist auch f messbar.

18.10 Definition (Indikator- und Elementarfunktion)
(a) Fir A C R™ heifft 14: R” — R mit

1 falls z€ A,
La(x) ::{

0 falls ¢ A
die Indikatorfunktion (oder charakteristische Funktion) von A. Beachte, dass

A messbar <= 1,4 messbar.

(b) Sei B € M. Eine messbare Funktion f: B — R heiflt Elementarfunktion, wenn sie nur
endlich viele Werte annimmt. Wir setzen

E(B):={f: B— R| f Elementarfunktion} .

18.11 Bemerkung

Sind B € M und f € £(B) sowie A, := f~!(y) C B fiir y € f(B), so gilt
yef(B)
18.12 Satz

Seien B € M, f,9,f1,---, fm € E(B) und A € R. Dann gilt:

(a) Esist \f € £(B) und f+g € E(B). Also ist £(B) ein R-Vektorraum, da auch trivialer-
weise 0 € £(B).

(b) Es ist min!”, f; € £(B) und max]", f; € £(B), jeweils punktweise definiert.

18.13 Satz
Seien B € M und f: B — [0, 00] messbar. Dann existiert eine Folge (fx)r C £(B) mit

0< fi(x) < fys1(z) YzeB VkeN
und

lim fi(z) = f(z) Vx€B.

k—00
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§19 Integration nichtnegativer messbarer Funktionen

19.1 Bemerkung
Im Folgenden verwenden wir eine ,dimensionsabhéngige* Notation:

(a) M™ sei das System der messbaren Teilmengen des R™.

(b) A™(A) sei das n-dimensionale Lebesgue-Maf einer Menge A € M™.

19.2 Satz (Produktsatz)
Seien k,m € N und n = k 4+ m. Seien ferner A C R* und B ¢ R™. Dann gilt:

(a) Sind A € Qk und B € @, dann ist A X B € Q.

(c
(d) Sind A € M* und B € M™, soist A x B € M™, und es gilt

)
(b) Sind A C R* und B € R™ beide offen, so ist A x B C R™ offen.
) Sind A und B G§-Mengen, so ist A x B eine Gg-Menge.

)

A (A x B) = A (A) A™(B).

19.3 Definition (Subgraph)
Fir f: R™ — [0, 00] sei

U(f):= {(:E,y) cR" xR ‘ O<y< f(:E)}
der Subgraph von f.

19.4 Satz
Sei f: R™ — [0, o0].

(a) Ist f messbar, so ist U(f) € M"F1L,

(b) Sind die fx: R™ — [0,00] fiir & € N messbar mit fr < fryq fir alle £ € N und
limg_,o fr = f punktweise f. 1., so ist f messbar, und es gilt

NTHU() = lim XY U(f)) -

k—o0
(c) Ist f € E(R™), so gilt

XTHUW) = Y.y (W)

yef(R™)

19.5 Definition (Integral)
Sei f: R™ — [0, 00] messbar. Dann definiere

/f = A" U(f)).
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19.6 Satz
Seien fr: R™ — [0, 00] fiir kK € N messbar. Gilt fi, < fx1 fiiralle K € Nund ist f := limg_,o0 [k
(f. 1. reicht), so gilt die monotone Konvergenz

/f: lim /fk
k—o0
19.7 Satz

Seien f,g: R™ — [0, 00] messbar und a > 0. Dann gilt:
(a) Ist f < g f.ii.,sofolgt [f< [g.
(b) Ist f =g L., sofolgt [ f= [g.
(€ Jaf=aff.
@ J(f+a=[Ff+]g
(e) Ist [ f=0,s0ist f =0 f i auf R".
(f) Ist [ f < oo, soist f < oo f.ii. auf R™.

19.8 Satz (von Beppo Levi)
Seien fi: R™ — [0, 00] fiir & € N messbar.

(a) Fir f =72, fr gilt der Satz von Beppo Levi

/fzkfj;l/fk.

(b) Ist [ fi < oo und fr41 < fi fiir alle k& € N, so gilt fiir f = limy_, fx die monotone

Konvergenz
/ f=1lm [ fr.
k—o0

19.9 Definition und Bemerkung B
Seien B € M™ und f: B — [0, 00] messbar. Sei ferner f die triviale Fortsetzung von f auf R"
wie in Bemerkung 18.2b. Wir setzen
L=
B

Die Sétze 19.4 und 19.6-19.8 lassen sich auf Integrale iiber B iibertragen. Beachte insbeson-
dere:

(a) [pf=N*HU(F)).
(b) Ist [ f =0, so folgt f=0f i auf R" und damit f = 0 f.ii. auf B.

19.10 Satz
Seien a,b € R mit a < b und f: [a,b] — [0,00) Riemann-integrierbar. Dann ist f messbar,

und es gilt
b
/ f :/ f)de.
[a,b] a
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19.11 Bemerkung
Ist Be M" und f: B — [0, 00| messbar, so schreiben wir anstelle von |’ g J nun auch

/f dx—/f d(z1,...,2n)

19.12 Definition und Bemerkung
Sei R” = R* x R™ mit k,m € N und n = k +m. Fiir A ¢ R” und z € RF sei

oder kurz [ fdz.

Ap = {y eR™ | (z,y) € A}
der z-Schnitt von A. Fiir alle z € RF gilt:
(a) Ist A offen, so ist A, offen.
(b) Ist A eine Gs-Menge, so ist A, eine Gs-Menge.

19.13 Satz (Cavalierisches Prinzip)
Sei A € R” = R¥ x R™ messbar. Dann gilt das Cavalierische Prinzip:

(a) Bsist A, € M™ fiir fast alle z € RF, d.h. bis auf eine Nullmenge.
(b) Die Funktion f: R* — [0, 00] mit f(x) = A\*(A,) ist messbar.
(c) Es gilt XM(A) = [gr f = [ge A (Az) da.

19.14 Satz (von Fubini, erste Version)

Seien f: R™ — [0, 00] messbar, R® = RF x R™ und f,: R™ — [0, 00] mit f.(y) = f(=,

x € R*. Dann gilt:
(a) Fiir fast alle z € RF ist f, messbar.

(b) Die f.ii. definierte Funktion R* — [0, oo] mit

R77l Rm

ist messbar, und es gilt

i L) [ f s

19.15 Beispiel

y) fir

Sei A = {(x,y,2) | 22 +9? <1, 22+ 22 < 1} C R? der Schnitt zweier Vollzylinder. Wir

wollen A(A) berechnen. Fiir (z,y) € R? ist

[-V1—22,V1—2?] falls 22 +y* <1,

0 sonst ,

Ay = {7 €R | (z,y,2) € A} = {

also
2v1— 22 falls 22 4+¢%> <1,
0 sonst .

Fog) = N (Ay) = {

29



KAPITEL 3. DAS LEBESGUE-INTEGRAL AMV-SKRIPT

Integration ergibt

V1—z2
/f(x,y)dy:/ 2v/1—a22dy =4(1 —2?) falls |z| <1
S p)

und [ f(z,y)dy = 0 fiir |z| > 1. Mit Cavalieri und Fubini folgt dann

1
W) = [ Mgy den = [ [ esayae= [ a0 et = .

19.16 Bemerkung

(a) Sei f: R™ — [0,00] messbar. Die (n — 1)-malige Anwendung von Satz 19.14 (Fubini)

liefert
/ / /f:z:l,.., )day -+ - day

Ist m € S, eine Permutation, so gilt auch

/n / /f L1y y X dl‘ﬂ(n)dl‘ﬂ(l)

Es kommt also nicht auf die Integrationsreihenfolge an.

(b) Ahnlich gilt das Cavalierische Prinzip nicht nur fiir ,,z-Schnitte®, sondern auch fiir belie-
bige Schnitte parallel zu den Koordinatenachsen, z. B. fiir A € M? ist

AA) = [ M de = [ A4, dy
R R
19.17 Beispiel

Seien B = {(x,y) | 1<y <2, 1<z <y} CR?und f: B — [0,00] mit f(z,y) = y*/2% Es
gilt B € M2, da B abgeschlossen ist, und f ist messbar, da f stetig ist. Es folgt

2 2=y
/ / //f:z:ydxdy—//—dzndy—/—— dy
B R2 1 T =1
3 2\ |T=2
Yoy _7 3_5
/1(11 y)dy—<3 2>x:1—3 55"

19.18 Bemerkung

Sei f:[0,1] — [0,00] die Dirichletfunktion. Da @Q C R eine Nullmenge ist, ist f = 0 f.{i. auf
[0,1], also ist f messbar und f[o,l} f = 0 nach Satz 19.7b. Allerdings ist f nicht Riemann-in-
tegrierbar.
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§ 20 Integrierbare Funktionen
Im Folgenden sei B C R” stets messbar.
20.1 Definition (Integrierbarkeit)

(a) Eine messbare Funktion f: B — R heift (Lebesgue-)integrierbar, falls [ |f] < co. Wir
setzen
LY(B):={f: B— R | f integrierbar}.

Jo = = e

das Lebesgue-Integral von f iiber B.

(b) Fiir f € L1(B) sei

20.2 Bemerkung

(a) Ist f nichtnegativ, so stimmt Definition 20.1b von [ mit den Definitionen 19.5 und 19.9
iberein.

(b) Ist f € LY(B), so folgt |f| € LY(B), f+ € LYB) und f~ € LY(B).
(c) Ist g € £1(B) mit f =g f.ii. auf B, so folgt f € LY(B) und [ f = [39.

(d) Ist g € £Y(B) und f: B — R messbar mit |f| < g f.ii. auf B, so ist auch f € £!(B)

(Majorantenkriterium).

(e) Wir schreiben anstelle von [ f auch [5 f(x)da bzw. [5 f(z)d(z1,...,z,).

20.3 Satz
Seien f,g € £'(B) und a € R. Dann gilt:

(a) Ist f < g f.ii. auf B, so folgt [ f < [59.

(b) Ist f =g f.ii. auf B, so folgt [ f = [59.

(c) af € LY(B)mit [af =a [;f.

(d) Die Funktion f + g ist f.ii. auf B wohldefiniert, und es gilt [,(f+9) = [z f+ [5 9.
)

e) | [pfl < [plfl-

(
(f) Ist [5]f] =0, so folgt f =0 f.ii.

20.4 Satz (von Fubini, zweite Version)

Sei f € LY(R™) mit R” = R* x R™. Dann ist fiir fast alle z € R* die Funktion R™ — R mit
y — f(z,y) integrierbar, und es gilt

/nf:/]Rk ]Rmf(way)dydx.
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20.5 Satz (von Tonelli)
(a) Ist f € LYR™), so gilt

/n:/Rm/]ﬁf(:p)dxnmdxl:/Rm/ﬁf(x)d%(n)md%(l)

fiir alle Permutationen 7w € 5,,.

(b) Ist f: R" — R messbar und [ - [i: | f(2)| d2r(n) - - - dagqy < oo fiir eine Permutation
7 € Sy, so ist f € L1(R™) nach Bemerkung 19.16 und (a).

20.6 Beispiel
Sei A C R™ eine beschrankte messbare Menge mit A(A) > 0. Dann ist der Schwerpunkt
S(A) = (s1,...,5,)T € R" definiert durch

1
s :=—— | x;dx.
A(4) /A

Ein konkretes Beispiel: Sei A = {(z,y) | 22 —3 < y < 1} C R2. Dann folgt wieder mit
Cavalieri und Fubini

/Al ¢v—/2@—Cﬂ—3»d$=/Q( )¢V—m—%§:%?

-2

/Axd(:n,y):/sz]lA(:E,y)d(:E,y):/]R:E/]RILA(x,y)dydw:/_Zx(4—x2)dx:0,

[ o= [ saepaen = [ v [ weiva= [ 25T

4 4 4
= / 2(z —3)Vzdz = <gz5/2 - 4z3/2>
0

v 5

32

mit der Substitution z = y + 3. Damit folgt

3 0 0
S(A) = o 2= 3]
5 5
20.7 Beispiel

Seien B = (0,1) x (0,1) C R? und f: B — R mit

- r7Y
f(xay) T ($+y)3

Dann folgt mit den Substitutionen z = x +y bzw. z =14y

1 Hy 2 — 9y 1y
/0 f(a:,y)dx:/y 3 dZ:<—;+Z—2>

1 1 y 1 1

+ + S —
1+y 14+y)? y (1+y)?

21 1
[ [ rewaa= [ mdy—‘/l ERr
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Wegen f(z,y) = —f(y,x) fiir alle (z,y) € B folgt

[ 1= [ twna=—(~) =
/Oz/olf(:n,y)dydx:/olﬁdznzé.

Die Aussage von Satz 20.5a gilt also nicht. Der Grund ist, dass f ¢ £(B).

20.8 Satz (von der monotonen Konvergenz)
Seien fi, € L1(B) fiir k € N.

(a) Ist frq1 > fi fiir alle & € N und supy, [ fr < 00, so ist
f= hmfkeﬁl und /f_lim fr -
—oo /B
(b) Ist fri1 < fi fiir alle £ € N und infy, fB fr > —o00, so ist

f= hm fkeﬁl und /f— lim/fk.

k—o0 B

20.9 Satz (Lemma von Fatou)
Seien fi, € £L1(B) fiir k € N und g € LY(B).

(a) Ist f > g fiir alle k € N und supy, [ fi < 00, so ist

f= hmlnf fe € £LYB) und / f< hminf/ fr.
B

k—o0

(b) Ist fr < g fiir alle k € N und infy, [5 fi > —o0, so ist

f:=limsup f, € £'(B) und / f< thUP/ Tk -

k—o00 k—o00

Als Beispiel seien B = R und fy, = L 441) € LY(B) fiir alle k € N gegeben. Dann gilt f;, > 0
und fB fr =1 fir alle k € N sowie f = liminfy fr = limg fr = 0. Es folgt

/f:0<1zliminf/fk.
B k—00 B

20.10 Satz (von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz)

Seien f;, € LY(B) fiir k € N und g € £1(B) mit |f;| < g fiir alle k € N, d.h. die Folge (fx)x
wird durch ¢ majorisiert. Ferner moge der punktweise Grenzwert f := limyg_, o fi f. 1. auf B
existieren. Dann ist

fery(B) und /f—lirr;o Bfk,

insbesondere existiert der Grenzwert der Integrale.

20.11 Satz (Stetigkeit parameterabhéngiger Integrale)
Seien X ein metrischer Raum und f: X x B — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
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(a) f(x,"): B — R ist messbar fiir alle x € X.
(b) f(-,y): X — R ist stetig fiir fast alle y € B.
(c) Es existiert ein g € £1(B) derart, dass
|f(x,-)‘ <g f.i. auf B
fiir alle z € X.

Dann ist die Funktion h: X — R mit
h(z) = / f(z,y)dy
B
stetig.

20.12 Satz (Differenzierbarkeit parameterabhingiger Integrale)
Seien X C R offen und f: X x B — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(a) f(,y): X — R ist (endlich und) stetig differenzierbar fiir fast alle y € B.
(b) Sowohl f als auch die Funktionen

ﬁ:X><B—>IE{fiirj:l,...,k‘
8a;j

erfiillen die Bedingungen (a) und (c) aus Satz 20.11.

Dann ist die Funktion A: X — R mit
h(z) = / fz,y)dy
B
stetig differenzierbar, und fiir alle j = 1,..., k gilt
0
Ojh(x) = / —f(x,y) dy VzeX.
B ax]

20.13 Satz B
Seien a,b € R mit a < b.

(a) Sind a,b € R und ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar, so ist
b
f €L ([a,b]) mit / f= / f(t)adt.
[a,b] a

(b) Ist f: (a,b) — R stetig und existiert das uneigentliche Riemann-Integral

b s
/|f(t)|dt: lim /|f(t)|dt,

r—a, s—b

So ist

b
1 . _
fe'((a,b)) mit /(a,b)f _/a f(t)dt.
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20.14 Beispiel (Gammafunktion)
Die Gammafunktion I": (0,00) — (0, 00) ist definiert durch

I'(z) ::/ t#~tet dt.
0

(Der Definitionsbereich kann auf C \ {0, —1, —2, —3,...} erweitert werden.)
(a) I' ist stetig: Seien dazu 0 < a < b beliebig und f: (a,b) x (0,00) — R mit f(z,t) =
t*~le7! d.h. I'(z) = f(o 00) f(z,t)dt fur z € (a,b). Ferner sei g: (0,00) — R definiert
durch

tole™t fiir t<1,
g(t) ==

tt=le=t fiir t > 1.

0o 1 co
/ g(t)dt g/ t“—ldt+/ "7 te7tdt < o0,
0 0 1

d.h. g € £1((0,00)) nach Satz 20.13, da g > 0. Weiterhin ist |f(2,t)] < g(2) fiir alle
z € (a,b) und t € (0,00). Mit Satz 20.11 folgt dann die Stetigkeit von I'|(, ;) und, da a
und b beliebig waren, die Stetigkeit von I

Dann ist

(b) I ist stetig differenzierbar: Seien a, b und f wie in (a). Dann gilt

%(Zat) =t""le7tIlnt Vz€ (a,b) Vte (0,00).

Mit g: (0,00) = R definiert durch

(t) = to~le~!|Int| fiir t <1,
= t=le~t|Int| fiir t > 1

gilt |0f(2,t)/0z| < §(t) fiir alle z € (a,b) und t € (0,00). Ahnlich wie in (a) sieht man,
dass § € £'((0,00)). Dann folgt mit Satz 20.12, dass I'|(q ) stetig differenzierbar ist und,
da a und b beliebig waren, dass I stetig differenzierbar ist, und es gilt

F'(z):/ t*~te tIntdt.
0

20.15 Satz (Transformationssatz)
Seien U,V C R™ offen und ¢ € Diff(U, V). Sei ferner f: V — R gegeben. Dann gilt

feLl(v) <= fopl|detd,| e L\ (U),
und in diesem Fall ist

/ fly)dy = / £ (p())|det T ()| dz ()
1% U

20.16 Beispiel und Bemerkung
Seien U, V, ¢ und f wie in Satz 20.15.

(a) (x) gilt auch, falls f nicht-negativ und messbar ist (also nicht notwendigerweise inte-
grierbar).
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(b)

(d)

Ist ¢ affin linear, d.h. ¢(z) = Tx + ¢ mit T € Gl(n) und ¢ € R", so folgt

/ fly)dy = |detT|/ f(Tz+c)dx
\%4 U

mit V = p(U), da |det J,(z)| = |det T'.

Ist K C U messbar, so auch ¢(K) C V, und es gilt

N() = | Jdet ()] da.

Dies folgt aus (a) angewandt auf f: V' — R mit f(y) = L,x)(y). Mit ¢ wie in (b)
erhédlt man speziell

MT(K)+c) =|det T| \(K)
fir T'€ Gl(n) und ¢ € R", wobei T(K)+c={Tz+c|z € K} C R"

Fir a,b, c > 0 sei speziell

T 2 2 2
x Y z
A:{ ?: '§+b—2+c_2§1}

Betrachte T' € G1(3) mit T(z,y,2)T = (az, by, cz)T und det T = abc > 0. Dann ist A =
T(B1(0)),d.h. A(A) = | det T| \(B1(0)) = 4mabc/3 nach Ubungsaufgabe 51. Anschaulich
ist die Determinante der Verzerrungsfaktor des Volumens.

Sind W = [0,1]" € R™ der Einheitswiirfel im R” und 7" € Gl(n), so ist T(W) das
von den Vektoren Tey,...,Te, aufgespannte Parallelotop (Spat). Nach (c) gilt dann
AT (W)) = |det T'|. Man bezeichnet daher det T" als das orientierte Volumen von T(W).

20.17 Satz (Polarkoordinaten)
Sei f € £L}(R?). Dann gilt

/f:/ r f(rcosp,rsing)dedr.
R2 0 -7

20.18 Beispiel

Sei die Dichte der Gaufs-Funktion f: R — R definiert durch f(x) = e~ Mit Satz 20.13 kann
man f € L'(R) zeigen. Fiir den Wert des Integrals sei g: R? — R mit g(z,y) := f(z)f(y).
Dann ist g > 0, und mit Satz 19.14 folgt

/R2g:/]R/]Rg(x’y)dyd:E:/]Rf(x)/ﬁf(y)dyd:p

:/H{f(y)dy/ﬂ{f(x)d$:</n{f>2<oo7

d.h. g € LY(IR?). Mit Satz 20.17 folgt weiter

& T 2 0og2 2 qin2 &
/ g:/ ,r,/ e—(r cos? p+r? sin? ) d(pd?":/ ,r,/
R2 0 -7 0 —
=2

e dpdr
" o

2 _
—7T/ re " dr = —me " =T.
0

Zusammen ergibt sich [p f = /7.
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20.19 Satz
Sei f € LY(R?). Dann gilt:

(a) Mit Zylinderkoordinaten folgt

/ / / frcoscp,rsmcp, z)dedrdz.
R3

(b) Mit Kugelkoordinaten folgt

/]R3f: /OOOTQ/_Z/OFJC(PS(NP,??)) sind dv de dr,

wobei P3: (0,00) x (—m,7) x (0,7) — R? definiert ist durch

Ps(r,0,19) = (rcos psind, rsin psin ¥, r cos J) .

20.20 Beispiel

Sei Bt = {(,y,2)" € B1(0) | z > 0} die obere Halbkugel. Mit Ubungsaufgabe 51 sieht man
leicht, dass A\(BT) = 27/3. Wir suchen den Schwerpunkt S(BY) = (s, sy, s,) von BT, vgl.
Beispiel 20.6. Aus Symmetriegriinden gilt s, = s, = 0, und fiir s, erhalten wir mit Satz 20.19b

)‘(B+)SZ = / Z]IB+(.Z',y,Z) d(m,y,z)
R3

:/0 7~2/_ /0 rcosﬁ]lP371(B+)(7’,cp,79)Sin19d19d(pd7~7

wobei Py 1(B*) = (0,1) x (—m, ) x (0,7/2), so dass

1 I=r/2
ANBM)s, = / / / 58111219(119(1(,0(17‘—/ / ——COSZ’L9‘ dpdr

1 r=1
_—7‘4

T 3
1 27T——— = S, = .

r=0 2 4 8

Damit erhalten wir S(B™1) = (0,0, 3/8).

20.21 Definition und Bemerkung (L(B))
Man definiert eine Seminorm fiir Funktionen f € £1(B) durch

1l = /B £l

Fiir f,g € £Y(B) und « € R priift man folgende Eigenschaften leicht nach:

(@) llaflizcrs = lallifllz )

(b) lIfllz1(By = 0 sowie || f][z1(py = 0 genau dann, wenn f = 0 f.ii. auf B.
©) If +9llcvmy < fllcsy + gl
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Beachte: Da aus || f||z1(py = 0 nicht f = 0 (auf ganz B) folgt, ist || - || 1) keine Norm.

Einen normierten R-Vektorraum erhilt man aber wie folgt: Sei die Aquivalenzrelation ~

auf £Y(B) definiert durch
f~g < f=gfi auf B.
Sei ferner L'(B) die Menge der zugehérigen Aquivalenzklassen, d. h.
LY(B) = {[f]| f € £LX(B)},

wobei [f] also die Menge der Funktionen aus £!(B) bezeichne, die mit f fast iiberall auf B
{ibereinstimmen. L!'(B) wird durch die Definitionen

alf] =[af], [fl+ 9] :=1f +4d]
fir f,g € £'(B) und o € R zu einem R-Vektorraum, und durch

Iy = 1 fllcr sy

wird eine Norm auf L!(B) erklirt. Die Wohldefiniertheit kann man jeweils leicht nachpriifen.

Aus Bequemlichkeitsgriinden schreibt man iiblicherweise f € L'(B), d.h. man lisst die
eckigen Klammern weg. Somit steht f also sowohl fiir eine Funktion als auch fiir die von
dieser Funktion erzeugte Aquivalenzklasse. Schlampig (aber eingéingig) formuliert steht f also
fiir eine nur bis auf Nullmengen eindeutig definierte Funktion. Wir schliefen uns im Folgenden
dieser Bezeichnungweise an.

20.22 Satz (Vollstindigkeit von L!(B))
Seien f, € £L1(B) fiir k € N. Dann gilt:

(a) Existiert ein f € £!(B) mit
If = fellygy = 0 fiir &k — oo,

d.h. die Folge (fy)r konvergiert gegen f beziiglich || - ||11(p), so existiert eine Teilfolge
(fx;)j, die punktweise fast {iberall auf B gegen f konvergiert.

(b) Ist (fi)k eine Cauchyfolge beziiglich || - ||11(p), so konvergiert (fy)k, d.h. es existiert ein
f € LY(B) derart, dass () gilt. Das bedeutet, dass (L'(B),|| - |z1(B)y) ein Banachraum
ist.

Achtung: Gegenbeispiele zeigen, dass die L'(B)-Konvergenz von (fi)r im Allgemeinen nicht
die punktweise Konvergenz der Gesamtfolge impliziert (auch nicht fast iiberall).

Abeschliefsend zwei wichtige Approximationseigenschaften:

20.23 Satz
Sei f € L1(B).

(a) Es existiert eine Folge (fx)r von Elementarfunktionen f; € £(B) fir k € N, so dass
i = fllzmy — 0 fiir k — occ.

(b) Fiir offenes B C R™ sei C§°(B) die Menge der Funktionen g € C*°(B), deren Tréger
suppg := {z € B ‘ g(z) #0}

eine kompakte Teilmenge von B ist. Dann existiert eine Folge von ( fx)x von Funktionen
fr € C5°(B) fiir k € N, so dass || fx — fll 1) — 0 fiir & — oo.
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