
Kurzskript zur Vorlesung

Analysis

in mehreren

Veränderlichen

gehalten von

Dr. Tobias Weth

im

Wintersemester 2007/08

an der

Johannes Gutenberg-Universität Mainz



Das vorliegende Dokument ist ein inoffizielles Kurzskript (d. h. ohne Beweise und
Graphiken) der Vorlesung „Analysis in mehreren Veränderlichen“, die Dr. Tobias Weth im
Wintersemester 2007/08 an der Johannes Gutenberg-Universität Mainz gehalten hat. Als
Grundlage diente die Vorlesungsmitschrift von Daniel Saure, der die Veranstaltung besucht
hat.

– digitalisiert mit LATEX2ε von Daniel Saure (dsaure@students.uni-mainz.de)
– überarbeitet und korrekturgelesen von Stefan Krause (stefan.krause+e101@tuwien.ac.at)

Wir Autoren sind bestrebt, die Beweise und Graphiken in das Dokument einzuarbeiten,
allerdings gibt es noch keine Planung dafür. Ferner danken wir im voraus all denen, die uns
am besten per E-Mail auf Fehler oder andere Unzulänglichkeiten hinweisen werden.

Mainz/Wien, im April 2008



Inhaltsverzeichnis

1 Topologische Grundbegriffe in metrischen und normierten Räumen 1
§ 1 Normen und Skalarprodukte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
§ 2 Metrische Räume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
§ 3 Äquivalente Normen und die Topologie des Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
§ 4 Stetige Abbildungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
§ 5 Lineare stetige Abbildungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
§ 6 Kompaktheit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
§ 7 Vollständigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Differentialrechnung im Rn 19
§ 8 Richtungsableitungen und partielle Ableitungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
§ 9 Totale Differenzierbarkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
§ 10 Höhere Ableitungen und die Taylorformel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
§ 11 Lokale Extrema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
§ 12 Lokale Diffeomorphie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
§ 13 Der Satz von der impliziten Funktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
§ 14 Extremwertbestimmung unter Nebenbedingungen und Untermannigfaltigkeiten 42

3 Das Lebesgue-Integral 47
§ 15 Halboffene Quader und ihre Zerlegungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
§ 16 Das äußere Lebesgue-Maß und Nullmengen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
§ 17 Messbarkeit und Lebesgue-Maß . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
§ 18 Messbare Funktionen und Elementarfunktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
§ 19 Integration nichtnegativer messbarer Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
§ 20 Integrierbare Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

iii



INHALTSVERZEICHNIS AMV-SKRIPT

iv



Kapitel 1

Topologische Grundbegriffe in

metrischen und normierten Räumen

§ 1 Normen und Skalarprodukte

V sei stets ein R-Vektorraum. Wir brauchen einen „Längenbegriff“ für Vektoren aus V . Dieser
sollte sinnvolle Rechnungen erfüllen.

1.1 Definition (Norm)
Eine Norm auf V ist eine Abbildung ‖ · ‖ : V → [0,∞), x 7→ ‖x‖, derart, dass für alle x, y ∈ V
und λ ∈ R gilt:

(N1) Definitheit: ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0.

(N2) Homogenität: ‖λx‖ = |λ| ‖x‖.

(N3) Dreiecksungleichung: ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Das Paar (V, ‖ · ‖) heißt normierter Raum.

1.2 Beispiel

(a) Die Abbildung | · |∞ : Rn → [0,∞) mit |x|∞ := maxi |xi| ist eine Norm auf Rn.

(b) Seien I = [a, b] ⊂ R mit a < b und C(I) der R-Vektorraum der stetigen Funktionen
f : I → R. Die Abbildung ‖ ·‖∞ : C(I) → [0,∞) mit ‖f‖∞ := supt∈I |f(t)| ist eine Norm
auf C(I).

Beweis

(a) Definitheit: Für x ∈ Rn gilt

|x|∞ = 0 ⇐⇒ |xi| = 0 ∀ i ⇐⇒ xi = 0 ∀ i ⇐⇒ x = 0 .

Homogenität: Für x ∈ Rn und λ ∈ R gilt

|λx|∞ = max
1≤i≤n

|λxi| = max
1≤i≤n

|λ| |xi| = |λ| max
1≤i≤n

|xi| = |λ| |x|∞ .

Dreiecksungleichung: Für x, y ∈ Rn gilt

|x+ y|∞ = max
1≤i≤n

|xi + yi| ≤ max
1≤i≤n

(
|xi|+ |yi|

)
≤ max

1≤i≤n
|xi|+ max

1≤i≤n
|yi| = |x|∞ + |y|∞ .
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KAPITEL 1. TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE AMV-SKRIPT

(b) Ähnlich wie (a). �

Beachte: Sind wie in (b) I abgeschlossen und beschränkt und f stetig, so folgt supt∈I |f(t)| =
maxt∈I |f(t)| <∞.

1.3 Definition
Sei 1 ≤ p <∞.

(a) Für x ∈ Rn sei |x|p := (|x1|p + . . . + |xn|p)1/p. Im Spezialfall p = 2 schreiben wir auch
|x| = |x|2 =

√

x21 + . . .+ x2n (Euklidische Norm).

(b) Für I = [a, b] ⊂ R mit a < b und f ∈ C(I) sei ‖f‖p := (
∫ b
a |f(t)|p dt)1/p.

1.4 Satz
Sei 1 ≤ p < ∞. Dann sind die Abbildungen | · |p : Rn → [0,∞) und ‖ · ‖p : C(I) → [0,∞)
definit und homogen im Sinne von 1.1.
Beweis Seien x ∈ Rn und λ ∈ R. Dann gilt

|x|p = 0 ⇐⇒ |x1|p + . . . |xn|p = 0 ⇐⇒ xi = 0 ∀ i ⇐⇒ x = 0 ,

|λx|pp = |λx1|p + . . .+ |λxn|p = |λ|p
(
|x1|p + . . .+ |xn|p

)
=
(
|λ| |x|p

)p
=⇒ |λx|p = |λ| |x|p .

Sei nun f ∈ C(I). Falls f ≡ 0, d. h. f(t) = 0 für alle t ∈ I, so folgt ‖f‖p = 0. Gelte umgekehrt ‖f‖p = 0.
Angenommen, es gäbe ein t0 ∈ I mit f(t0) 6= 0, d. h. c := |f(t0)|p > 0. Da die Abbildung t 7→ |f(t)|p
stetig ist, existiert ein δ > 0 mit |f(t)|p > c/2 für alle t ∈ I mit |t− t0| < δ. Daraus folgt

‖f‖pp =

∫ b

a

∣
∣f(t)

∣
∣
p
dt ≥

∫ min{a,t0+δ}

max{a,t0−δ}

∣
∣f(t)

∣
∣
p
dt ≥ c

2

(
min{a, t0 + δ} −max{a, t0 − δ}

)
> 0 ,

ein Widerspruch zu ‖f‖p = 0. Damit ist f ≡ 0 und ‖ · ‖p definit. Für die Homogenität betrachte

‖λf‖pp =

∫ b

a

∣
∣λf(t)

∣
∣
p
dt = |λ|p

∫ b

a

∣
∣f(t)

∣
∣
p
dt = |λ|p‖f‖pp =⇒ ‖λf‖p = |λ| ‖f‖p . �

1.5 Satz (Höldersche Ungleichung)
Seien 1 < p <∞, q = p/(p − 1) („konjugierter Exponent“) und I = [a, b] ⊂ R. Dann gilt:

(a) Für alle x, y ∈ Rn ist
n∑

i=1

xiyi ≤
n∑

i=1

|xi| |yi| ≤ |x|p|y|q .

(b) Für alle f, g ∈ C(I) ist
∫ b

a
f(t)g(t) dt ≤

∫ b

a

∣
∣f(t)

∣
∣
∣
∣g(t)

∣
∣ dt ≤ ‖f‖p‖g‖q .

Beweis

(a) Zunächst gelte |x|p = |y|q = 1, so dass mit der Youngschen Ungleichung (Beweis Übung 1. (b))

n∑

i=1

|xi| |yi| =
n∑

i=1

( |xi|p
p

+
|yi|q
q

)

=
1

p
|x|pp +

1

q
|y|qq =

1

p
+

1

q
= 1

folgt. Nun seien o. B. d. A. x 6= 0 und y 6= 0, und wir setzen wir x̃i = xi/|x|p und ỹi = yi/|y|q.
Dann gilt |x̃|p = |ỹ|q = 1, und mit obiger Rechnung folgt

n∑

i=1

|xi| |yi| = |x|p|y|q
n∑

i=1

|x̃i| |ỹi| ≤ |x|p|y|q .

2



AMV-SKRIPT § 1. NORMEN UND SKALARPRODUKTE

(b) Übung 3. (a). �

1.6 Korollar (p-Norm)
Sei 1 ≤ p <∞. Dann gilt:

(a) | · |p ist eine Norm auf Rn.

(b) ‖ · ‖p ist eine Norm auf C(I).

Beweis Gemäß Satz 1.4 ist nur jeweils die Dreiecksungleichung zu zeigen.

(a) Seien x, y ∈ Rn. Für p = 1 erhalten wir sofort

|x+ y|1 =

n∑

i=1

|xi + yi| ≤
n∑

i=1

(
|xi|+ |yi|

)
=

n∑

i=1

|xi|+
n∑

i=1

|yi| = |x|1 + |y|1 .

Für p > 1 setzen wir z := (|x1 + y1|p−1, . . . , |xn+ yn|p−1) ∈ Rn. Dann folgt mir der Hölderschen
Ungleichung

|x+ y|pp =
n∑

i=1

|xi + yi|p =
n∑

i=1

|xi + yi|zi ≤
n∑

i=1

|xi|zi +
n∑

i=1

|yi|zi ≤ |x|p|z|q + |y|p|z|q

mit q = p/(p− 1). Ferner ist

|z|qq =
n∑

i=1

|zi|q =

n∑

i=1

|xi + yi|p = |x+ y|pp =⇒ |z|q = |x+ y|p−1
p .

Eingesetzt erhalten wir

|x+ y|pp ≤
(
|x|p + |y|p

)
|z|q =

(
|x|p + |y|p

)
|x+ y|p−1

p =⇒ |x+ y|p ≤ |x|p + |y|p ,

denn o. B. d. A. gilt x+ y 6= 0.

(b) Übung 3. (b). �

1.7 Definition (Skalarprodukt)
Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung 〈·, ·〉 : V × V → R derart,
dass für v,w, z ∈ V und λ, µ ∈ R gilt:

(S1) Linearität im ersten Faktor: 〈λv + µw, z〉 = λ〈v, z〉 + µ〈w, z〉.

(S2) Symmetrie: 〈v,w〉 = 〈w, v〉.

(S3) Definitheit: 〈v, v〉 ≥ 0 und 〈v, v〉 = 0 ⇐⇒ v = 0.

Das Paar (V, 〈·, ·〉) heißt Skalarproduktraum oder Prähilbertraum.

1.8 Beispiel

(a) Das euklidische Skalarprodukt auf Rn ist definiert durch 〈x, y〉 := ∑n
i=1 xiyi für x, y ∈Rn. Beachte: Es it 〈x, x〉 = |x|22 = |x|2 für x ∈ Rn.

(b) Für I = [a, b] ⊂ R und f, g ∈ C(I) sei 〈f, g〉 :=
∫ b
a f(t)g(t) dt. Dies definiert ein Skalar-

produkt auf C(I).

3



KAPITEL 1. TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE AMV-SKRIPT

1.9 Satz
Seien 〈·, ·〉 ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V und ‖·‖ : V → [0,∞) definiert durch
‖v‖ :=

√

〈v, v〉. Dann gilt:

(a) Für alle v,w ∈ V gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

∣
∣〈v,w〉

∣
∣ ≤ ‖v‖ ‖w‖ ,

und Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhhängig sind.

(b) ‖ · ‖ ist eine Norm auf V . Man nennt sie die vom Skalarprodukt 〈·, ·〉 induzierte Norm.

Beweis

(a) Für v, w ∈ V und λ ∈ R gilt

0 ≤ 〈v − λw, v − λw〉 = 〈v, v〉 − λ〈v, w〉 − λ〈w, v〉 + λ2〈w,w〉 = ‖v‖2 − 2λ〈v, w〉 + λ2‖w‖2 .

Sei o. B. d. A. w 6= 0 und speziell λ = 〈v, w〉/‖w‖2. Dann folgt

0 ≤ ‖v‖2 − 2
〈v, w〉
‖w‖2 〈v, w〉 +

〈v, w〉2
‖w‖4 ‖w‖2 =

‖v‖2‖w‖2 − 〈v, w〉2
‖w‖2 ,

also |〈v, w〉| ≤ ‖v‖ ‖w‖. Gleichheit folgt genau dann, wenn schon ganz oben Gleichheit gilt, d. h.
wenn v = λw, also wenn v und w linear abhängig sind.

(b) Die Definitheit der Norm folgt direkt aus der Definitheit des Skalarprodukts. Die Homogenität
folgt aus

‖λv‖2 = 〈λv, λv〉 = λ2〈v, v〉 = λ2‖v‖2 =⇒ ‖λv‖ = |λ| ‖v‖
für alle v ∈ V und λ ∈ R. Für v, w ∈ V folgt mit (a)

‖v + w‖2 = 〈v + w, v + w〉 = ‖v‖2 + 2〈v, w〉+ ‖w‖2 ≤ ‖v‖2 + 2‖v‖ ‖w‖+ ‖w‖2 =
(
‖v‖+ ‖w‖

)2

und Wurzelziehen die Dreiecksungleichung. �

1.10 Bemerkung
Das euklidische Skalarprodukt auf Rn (vgl. Beispiel 1.8a) induziert die Norm | · |2. Das Ska-
larprodukt 〈f, g〉 =

∫ b
a f(t)g(t) dt auf C(I) (vgl. Beispiel 1.8b) induziert die Norm ‖ · ‖2.

4



AMV-SKRIPT § 2. METRISCHE RÄUME

§ 2 Metrische Räume

2.1 Bemerkung
Ist (V, ‖ · ‖) ein normierter Raum, so kann man den Abstand zwischen x, y ∈ V definieren
durch d(x, y) := ‖x− y‖. Dann gilt für x, y, z ∈ V :

(a) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

(b) d(x, y) = d(y, x).

(c) d(x, z) = ‖x− z‖ = ‖(x− y) + (y − z)‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − z‖ = d(x, y) + d(y, z).

Wir brauchen einen allgemeinen Abstandsbegriff mit diesen Eigenschaften. Sei z. B. X die
Menge der Straßenadressen in Deutschland. Relevant ist nicht der Luftlinienabstand zwischen
den Adressen aus X, sondern die Länge der kürzesten Verbindung im Straßennetz („Routen-
planer“).

2.2 Definition (Metrik)
Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d : X × X → [0,∞), so dass für
x, y, z ∈ X gilt:

(M1) Definitheit: d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

(M2) Symmetrie: d(x, y) = d(y, x).

(M3) Dreiecksungleichung: d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Das Paar (X, d) heißt metrischer Raum.

2.3 Beispiel

(a) Ist (V, ‖ · ‖) ein normierter Raum, so ist (V, d) ein metrischer Raum mit der durch die
Norm induzierten Metrik d : V × V → [0,∞) mit d(x, y) := ‖x− y‖. Es gilt also

Skalarproduktraum =⇒ normierter Raum =⇒ metrischer Raum

mit induzierten Strukturen. Alle Definitionen und Sätze über metrische Räume übertra-
gen sich daher direkt auf normierte bzw. Skalarprodukträume. Insbesondere ist (Rn, dp)
ein metrischer Raum mit der Metrik dp : R × R → [0,∞) mit dp(x, y) = |x − y|p.
Ebenso ist (C(I), dp) ein metrischer Raum mit der Metrik dp : C(I)× C(I) → [0,∞) mit
dp(f, g) = ‖f − g‖p.

(b) Sei X eine beliebige Menge. Die diskrete Metrik d auf X ist definiert durch

d(x, y) :=

{

1 falls x = y ,

0 falls x 6= y .

(c) Französische Eisenbahnmetrik (FEB-Metrik): Seien X = R2 und

dFEB (x, y) :=

{

|x− y|2 falls x, y linear abhängig ,

|x|2 + |y|2 falls x, y linear unabhängig .

5
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Im Folgenden sei (X, d) stets ein metrischer Raum.

2.4 Bemerkung
FürM ⊂ X erfüllt die Einschränkung von d aufM×M ebenfalls (M1)–(M3), d. h. (M,d|M×M )
ist ebenfalls ein metrischer Raum.

2.5 Definition (Konvergenz)
Seien (xk)k ⊂ X eine Folge und a ∈ X. Gilt d(xk, a) → 0 für k → ∞, so nennen wir a
Grenzwert der Folge (xk)k und schreiben

a =: lim
k→∞

xk bzw. xk
k→∞−−−→ a .

2.6 Satz
Hat eine Folge (xk)k ⊂ X einen Grenzwert, so ist dieser eindeutig bestimmt.
Beweis Sind a, b ∈ X mit d(xk, a) → 0 und d(xk, b) → 0 für k → ∞, so gilt

0 ≤ d(a, b) ≤ d(a, xk) + d(xk, b)
k→∞−−−−→ 0 ,

also d(a, b) = 0 und mit der Definitheit a = b. �

2.7 Beispiel
Betrachte xk := (1, 1/k) ⊂ R2 für k ∈ N und a = (1, 0). Dann gilt

d2(xk, a) := |xk − a|2 =
(

(1− 1)2 +
(1

k
− 0
)2
)1/2

=
1

k

k→∞−−−→ 0 ,

d. h. xk → a im metrischen Raum (R2, d2). Ist d aber die FEB-Metrik auf R2, so gilt

dFEB (xk, a) = |xk|2 + |a|2 =
√

1 +
1

k2
+ 1 ≥ 2 ∀ k ∈ N ,

d. h. xk 6→ a im metrischen Raum (R2, dFEB ).

2.8 Definition
Für a ∈ X und r > 0 seien

Ur(a) :=
{
y ∈ X

∣
∣ d(y, a) < r

}

die offene r-Kugel um a und

Br(a) :=
{
y ∈ X

∣
∣ d(y, a) ≤ r

}

die abgeschlossene r-Kugel um a. In einem normierten Raum (V, ‖ · ‖) heißt B1(0) := {v ∈ V |
‖v‖ ≤ 1} die Einheitskugel in V . Beispiele für Einheitskugeln sind:
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AMV-SKRIPT § 2. METRISCHE RÄUME

2.9 Definition
Sei A ⊂ X.

(a) Der Durchmesser von A ist definiert durch

diam(A) := sup
{
d(x, y)

∣
∣ x, y ∈ A

}
∈ [0,∞] .

(b) A heißt beschränkt, falls diam(A) <∞.

(c) Eine Folge (xk)k ⊂ X heißt beschränkt, wenn {xk | k ∈ N} beschränkt ist.

2.10 Satz

(a) Es gilt diam(Br(a)) ≤ 2r für a ∈ X und r > 0.

(b) Aus A ⊂ B ⊂ X folgt diam(A) ≤ diam(B).

(c) Ist A ⊂ X beschränkt, so existieren a ∈ X und r > 0 mit A ⊂ Ur(a).

Beweis

(a) Übung 5. (a).

(b) Offenbar gilt

diam(A) = sup
{
d(x, y)

∣
∣ x, y ∈ A

}
≤ sup

{
d(x, y)

∣
∣ x, y ∈ B

}
= diam(B) .

(c) Übung 5. (b). �

2.11 Definition
Sei A ⊂ X.

(a) A heißt eine Umgebung von a ∈ A, falls ein ε > 0 mit Uε(a) ⊂ A existiert.

(b) A heißt offen, falls für alle x ∈ A ein ε > 0 mit Uε(x) ⊂ A existiert.

(c) A heißt abgeschlossen, falls X \ A offen ist.

2.12 Satz
In jedem metrischen Raum (X, d) gilt für a ∈ X und r > 0:

(a) Ur(a) ist offen.

(b) Br(a) ist abgeschlossen.

Beweis

(a) Sei x ∈ Ur(a), d. h. d(x, a) < r, und setze ε := r − d(x, a) > 0. Für alle y ∈ Uε(x) gilt dann
d(y, a) ≤ d(y, x) + d(x, a) < ε + d(x, a) = r, also y ∈ Ur(a). Damit folgt Uε(x) ⊂ Ur(a), d. h.
Ur(a) ist offen.

(b) Sei x ∈ X \Br(a), d. h. d(x, a) > r, und setze ε := d(x, a)− r > 0. Für alle y ∈ Uε(x) gilt dann
d(y, a) ≥ d(x, a)−d(x, y) > d(x, a)− ε = r, also y /∈ Br(a). Damit folgt Uε(x) ⊂ X \Br(a), d. h.
X \Br(a) ist offen und damit Br(a) abgeschlossen. �
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KAPITEL 1. TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE AMV-SKRIPT

2.13 Bemerkung
In jedem metrischen Raum (X, d) sind die Mengen ∅ und X abgeschlossen und offen.

2.14 Beispiel
Sei A := {(t, 0) | 1 < t < 3} ⊂ R2.

(a) A ist weder offen noch abgeschlossen im metrischen Raum (R2, d∞).

(b) A ist offen im metrischen Raum (R2, dFEB ).

Beweis Übung 6. �

2.15 Satz
Seien I eine beliebige Indexmenge und Ai ⊂ X für i ∈ I.

(a) Seien die Ai offen für alle i. Dann ist auch
⋃

i∈I Ai offen, und falls I = {1, . . . , n} endlich
ist, so auch

⋂

i∈I Ai.

(b) Seien die Ai abgeschlossen für alle i. Dann ist auch
⋂

i∈I Ai abgeschlossen, und falls
I = {1, . . . , n} endlich ist, so auch

⋃

i∈I Ai.

Beweis

(a) Sei x ∈ ⋃

i∈I Ai, d. h. x ∈ Ai0 für ein i0 ∈ I. Weil Ai0 offen ist, existiert ein ε > 0 mit
Uε(x) ⊂ Ai0 ⊂ ⋃i∈I Ai. Damit ist die Vereinigung offen.

Sei nun I = {1, . . . , n} und x ∈ ⋃n

i=1
Ai. Dann existiert für jedes i = 1, . . . , n ein εi > 0

mit Uεi(x) ⊂ Ai. Mit ε := mini εi gilt dann Uε(x) =
⋂n

i=1
Uεi(x) ⊂ ⋂n

i=1
Ai. Damit ist der

Durchschnitt offen.

(b) Weil die Ai abgeschlossen sind, sind die X \Ai offen. Nach (a) und de Morgan sind dann auch
⋃

i∈I(X \ Ai) = X \⋂i∈I Ai und
⋂n

i=1
(X \ Ai) = X \⋃n

i=1
Ai offen. Damit sind

⋂

i∈I Ai und
⋃n

i=1
Ai abgeschlossen. �

2.16 Bemerkung
Der Satz 2.15a gilt nicht für unendliche Durchschnitte. Für alle n ∈ N ist (−1/n, 1/n) offen
in R (mit Betragsmetrik d(x, y) = |x− y|), aber der Schnitt

⋂

n∈N(−1/n, 1/n) = {0} ist nicht
offen.

2.17 Definition
Sei A ⊂ X.

(a) Wir setzen:

i. Der offene Kern von A sei

A◦ :=
⋃

B⊂A, B offen in X

B .

ii. Der Abschluss von A sei

Ā :=
⋂

B⊃A, B abgeschlossen in X

B .
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iii. Der Rand von A sei ∂A := Ā \ A◦.

(b) a ∈ X heißt

i. innerer Punkt von A, falls a ∈ A◦;

ii. Berührpunkt von A, falls a ∈ Ā;

iii. Randpunkt von A, falls a ∈ ∂A;

iv. Häufungspunkt von A, falls a ∈ A \ {a}.

2.18 Satz
Seien A,B ⊂ X.

(a) A◦ ist offen und Ā und ∂A sind abgeschlossen.

(b) A ist genau dann offen, wenn A = A◦.

(c) A ist genau dann abgeschlossen, wenn A = Ā.

(d) Es gilt (A◦)◦ = A◦ und ¯̄A = Ā.

(e) Es gilt X \ A = X \ A◦, X \ Ā = (X \ A)◦ und ∂A = Ā ∩X \A.

(f) Aus A ⊂ B folgt A◦ ⊂ B◦ und Ā ⊂ B̄.

Beweis

(e) i. Es gilt

X \A =
⋂

B⊃X\A,
B abgeschlossen

B =
⋂

B′⊂A,

B′ offen

(X \B′)

ii. Setze C = X \A. Dann folgt mit i. X \ C◦ = X \ C = Ā, also (X \A)◦ = C◦ = X \ Ā.

iii. Mit i. folgt ∂A = Ā \A◦ = Ā ∩ (X \A◦) = Ā ∩X \A.

(a) Mit Satz 2.15 folgt, dass A◦ offen und Ā abgeschlossen ist. Mit (e) folgt, dass ∂A abgeschlossen
ist.

(b) Folgt sofort aus (a) und Definition 17a.

(c) Folgt sofort aus (a) und Definition 17a.

(d) Folgt sofort aus (a) und (b) bzw. (a) und (c).

(f) Folgt sofort aus Definition 17a. �

2.19 Satz
Seien A ⊂ X und a ∈ X.

(a) a ist genau dann ein innerer Punkt von A, wenn ein ε > 0 mit Uε(a) ⊂ A existiert.

(b) a ist genau dann ein Berührpunkt von A, wenn Uε(a) ∩A 6= ∅ für alle ε > 0 bzw. wenn
eine Folge (xk)k ⊂ A mit xk → a für k → ∞ existiert.

(c) a ist genau dann ein Randpunkt von A, wenn Uε(a) ∩ A 6= ∅ und Uε(a) ∩ (X \ A) 6= ∅
für alle ε > 0.

9
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(d) a ist genau dann ein Häufungspunkt von A, wenn eine Folge (xk)k ⊂ A\{a} mit xk → a
für k → ∞ existiert.

2.20 Korollar
A ⊂ X ist genau dann abgeschlossen, wenn für alle Folgen (xk)k ⊂ A mit xk → a ∈ X für
k → ∞ gilt, dass a ∈ A.

2.21 Bemerkung
Für a ∈ X und A ⊂ X definiert man auch den Abstand von a zu A durch

dist(a,A) := inf
{
d(a, y)

∣
∣ y ∈ A

}
.

Damit gilt u. a.: A ist genau dann offen, wenn dist(x,X \ A) > 0 für alle x ∈ A.

2.22 Bemerkung
Die Eigenschaften „offen“ und „abgeschlossen“ hängen nicht nur von der Metrik d, sondern
vom metrischen Raum ab. Genauer gilt: Ist (X, d) ein metrischer Raum und M ⊂ X, so gilt
für A ⊂M :

(a) A ist genau dann offen in (M,d), wenn ein offenes A′ ⊂ X mit A =M ∩A′ existiert.

(b) Ist M abgeschlossen, so ist A genau dann abgeschlossen in (M,d), wenn A abgeschlossen
in (X, d) ist.

Beispiel: Seien X = R, d(x, y) = |x− y| für x, y ∈ X und M = {−1, 1} ⊂ X. Dann gilt:

(a) M ist abgeschlossen in (R, d).
(b) {1} ist offen und abgeschlossen in (M,d).

10
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§ 3 Äquivalente Normen und die Topologie des Rn

3.1 Satz (von Bolzano-Weierstraß)
Seien (xk)k ⊂ Rn eine Folge und C > 0 mit |xk|∞ < C für alle k ∈ N, d. h. (xk)k ist beschränkt
in (Rn, | · |∞). Dann gibt es eine Teilfolge (xkj )j und ein a ∈ Rn mit xkj → a für j → ∞
bezüglich | · |∞, d. h. |xkj − a|∞ → 0 für j → ∞.

3.2 Definition (Äquivalenz von Normen)
Sei V ein R-Vektorraum. Zwei Normen ‖ ·‖ und ‖ ·‖∗ auf V heißen äquivalent, wenn c1, c2 > 0
existieren mit

c1‖v‖ ≤ ‖v‖∗ ≤ c2‖v‖ ∀ v ∈ V .

Wir schreiben dafür ‖ · ‖ ∼ ‖ · ‖∗. Übung: Zeige, dass dies eine Äquivalenzrelation auf der
Menge der Normen in V definiert.

3.3 Satz
Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum. Dann sind alle Normen auf V äquivalent.

3.4 Bemerkung
Sei I = (a, b) mit a < b. Die Normen ‖ ·‖p und ‖ ·‖q auf C(I) sind nicht äquivalent, falls p 6= q.

3.5 Bemerkung
Sei (V, ‖ · ‖) ein normierter Raum. Dann sieht man leicht, dass sich die Eigenschaften „offen“
und „abgeschlossen“ beim Übergang zu einer äquivalenten Norm nicht ändern. Man sagt:
Äquivalente Normen erzeugen dieselbe Topologie. Insbesondere ist die Topologie des Rn nach
Satz 3.3 unabhängig von der gewählten Norm, und für beliebige Folgen (xk)k ⊂ Rn gilt

xk → a bezüglich ‖ · ‖ ⇐⇒ x1k → a1, . . . , xnk → an in R .
Falls nicht anders angegeben, betrachten wir Rn jetzt immer mit der euklidischen Norm | · |2.
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§ 4 Stetige Abbildungen

Stets seien (X, dX ), (Y, dY ) und (Z, dZ) metrische Räume. Für eine Abbildung f : X → Y
und V ⊂ Y sei f−1(V ) := {x ∈ X | f(x) ∈ V } das Urbild von V unter f .

4.1 Definition (Stetigkeit)
Sei f : X → Y eine Abbildung.

(a) Sei a ∈ X. f heißt stetig in a, wenn für jede Folge (xk)k ⊂ X folgende Implikation gilt:

xk → a für k → ∞ =⇒ f(xk) → f(a) für k → ∞ . (∗)

(b) f heißt stetig, falls f in allen a ∈ X stetig ist.

4.2 Bemerkung

(a) Für eine Abbildung f : X → Y und ein a ∈ X gilt: f ist genau dann stetig in a, wenn

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : f
(
Uδ(a)

)
⊂ Uε

(
f(a)

)

bzw. wenn f−1(V ) eine Umgebung von a für jede Umgebung V von f(a) ist.

(b) Ist A ⊂ X, f : A→ Y eine Abbildung und a ∈ A, so ist Definition 4.1 auf den metrischen
Raum (A, dX ) anzuwenden, d. h. f ist stetig in a, wenn (∗) in Definition 4.1 für alle Folgen
(xk)k ⊂ A gilt.

4.3 Satz
Seien a ∈ X und λ, µ ∈ R. Sind f, g : X → R stetig in a, so auch folgende Funktionen:

(a) λf + µg : X → R;

(b) fg : X → R;

(c) f/g : X ′ → R mit X ′ = X \ g−1({0}).

4.4 Korollar
Jede Polynomfunktion p : Rn → R mit p(x) =

∑k
i=1 λix

αi1
1 · · · xαin

n , k ∈ N, λ1, . . . , λk ∈ R
und αij ∈ N0 für 1 ≤ i ≤ k und 1 ≤ j ≤ n ist stetig.

4.5 Satz
Seien f : X → Y und g : Y → Z Abbildungen.

(a) Sind a ∈ X, f stetig in a und g stetig in f(a), so ist g ◦ f : X → Z stetig in a.

(b) Sind f und g stetig, so ist g ◦ f stetig.

4.6 Bemerkung
Sei a ∈ X. Eine Abbildung f : X → Rn ist genau dann stetig in a, wenn ihre Komponenten-
funktionen fi : X → R für i = 1, . . . , n stetig in a sind.

4.7 Definition
Seien A ⊂ X, f : A → Y eine Abbildung und a ∈ X ein Häufungspunkt von A. Der Punkt
b ∈ Y heißt Grenzwert von f in a, falls für alle Folgen (xk)k ⊂ A \ {a} mit xk → a für k → ∞
auch f(xk) → b für k → ∞ gilt.
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4.8 Bemerkung
f : A→ Y ist genau dann in a ∈ A stetig, wenn

lim
x→a

f(x) = f(a) .

4.9 Satz
Für f : X → Y sind äquivalent:

(a) f ist stetig.

(b) Ist V offen in Y , so ist f−1(V ) offen in X.

(c) Ist V abgeschlossen in Y , so ist f−1(V ) abgeschlossen in X.

4.10 Definition
Eine Abbildung f : X → Y heißt

(a) gleichmäßig stetig, falls

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x, y ∈ X : dX(x, y) < δ =⇒ dY
(
f(x), f(y)

)
< ε ;

(b) Lipschitz-stetig, falls ein L > 0 (Lipschitz-Konstante) existiert mit

dY
(
f(x), f(y)

)
≤ LdX(x, y) .

4.11 Bemerkung
Für Abbildungen X → Y gilt

Lipschitz-stetig =⇒ gleichmäßig stetig =⇒ stetig .
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§ 5 Lineare stetige Abbildungen

5.1 Definition
Für R-Vektorräume V und W sei Hom(V,W ) := {T : V →W | T R-linear}.

5.2 Satz
Seien V und W normierte Räume und T ∈ Hom(V,W ). Dann sind äquivalent:

(a) T ist stetig.

(b) T ist in 0 stetig.

(c) Es gilt

‖T‖ := sup
x∈V \{0}

‖Tx‖W
‖x‖V

<∞ .

Bemerkung: ‖T‖ := sup{‖Tx‖W | x ∈ V , ‖x‖V ≤ 1}.

5.3 Satz
Seien V und W normierte Räume. Die Menge L(V,W ) := {T ∈ Hom(V,W ) | T stetig} ist
ein normierter Raum bezüglich der in 5.2c definierten Norm ‖ · ‖ : L(V,W ) → [0,∞) (Ope-
ratornorm). Wir betrachten L(V,W ) stets mit dieser Norm. Wir führen noch die Notation
L(V ) := L(V, V ) ein.

5.4 Satz
Seien V , W und Z normierte Räume sowie T ∈ L(V,W ) und S ∈ L(W,Z). Dann ist ST ∈
L(V,Z), und es gilt ‖ST‖ ≤ ‖S‖ ‖T‖, genannt Submultiplikativität der Operatornorm.

5.5 Satz
Seien V und W normierte Räume mit dimV <∞. Dann ist Hom(V,W ) = L(V,W ), d. h. jede
lineare Abbildung T : V →W ist stetig.

5.6 Beispiel
Seien a ∈ Rn fest und T ∈ L(Rn,R) definiert durch Tx = 〈a, x〉 =∑n

i=1 aixi.
Wir betrachten den Rn mit der euklidischen Norm | · |2 und R mit | · |. Dann ist

‖T‖ := sup
{
|Tx|

∣
∣ x ∈ Rn , |x|2 ≤ 1

}
.

Aus |Tx| = |〈a, x〉| ≤ |a|2|x|2 ≤ |a|2 für alle x ∈ Rn mit |x|2 ≤ 1 folgt ‖T‖ ≤ |a|2. Wähle nun
speziell x = a/|a|2. Dann ist |x|2 = 1, also ‖T‖ ≥ |Tx| = |a|2. Zusammen folgt ‖T‖ = |a|2.

Betrachten wir den Rn anstelle von | · |2 mit | · |p für ein p ∈ [1,∞], so gilt

‖T‖ =







|a|p/(p−1) falls 1 < p <∞ ,

|a|∞ falls p = 1 ,

|a|1 falls p = ∞ .
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§ 6 Kompaktheit

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

6.1 Definition (Kompaktheit)
Eine Teilmenge A ⊂ X heißt kompakt, falls gilt: Sind I eine beliebige Indexmenge und Ui ⊂ X
für i ∈ I offene Mengen mit A ⊂ ⋃

i∈I Ui, so existiert eine endliche Teilmenge J von I mit
A ⊂ ⋃

i∈J Ui. Mit anderen Worten: Jede offene Überdeckung von A (d. h. Überdeckung mit
offenen Teilmengen) lässt sich auf eine endliche Teilüberdeckung reduzieren.

6.2 Beispiel

(a) Die Menge A := {1/n | n ∈ N} ⊂ R ist nicht kompakt. Betrachte I = N und Ui :=
(1/i,∞) für i ∈ I. Dann ist A ⊂ ⋃

i∈I Ui = (0,∞). Ist aber J eine endliche Teilmenge
von I und i0 := maxJ , so ist A 6⊂ ⋃i∈J Ui = (1/i0,∞).

(b) Die Menge A0 := A ∪ {0} ⊂ R ist kompakt: Seien Ui ⊂ R für i ∈ I offen mit A ⊂
⋃

i∈I Ui. Dann existiert ein i0 ∈ I mit 0 ∈ Ui0 . Da Ui0 offen ist, existiert ein ε > 0 mit
Uε(0) = (−ε, ε) ⊂ Ui0 . Wähle m ∈ N mit 1/m < ε und für n = 1, . . . ,m einen Index
in ∈ I mit 1/n ∈ Uin . Dann ist A0 ⊂

⋃m
j=0 Uij , d. h. A0 ist kompakt.

6.3 Satz
A ⊂ X ist genau dann kompakt, wenn jede Folge (xk)k ⊂ A eine konvergente Teilfolge (xkj)j
besitzt mit limj→∞ xkj ∈ A.

6.4 Satz
Sei A ⊂ X kompakt. Dann:

(a) A ist beschränkt und abgeschlossen.

(b) Ist B ⊂ A abgeschlossen, so ist B auch kompakt.

6.5 Satz (von Heine-Borel)
Ist A ⊂ Rn, so gilt

A ist kompakt ⇐⇒ A ist beschränkt und abgeschlossen .

6.6 Satz
Seien (X, dX ) und (Y, dY ) metrische Räume, A ⊂ X kompakt und f : A → Y stetig. Dann
gilt:

(a) f(A) ⊂ Y ist kompakt.

(b) f ist gleichmäßig stetig.

(c) Ist Y = R, so nimmt f auf A ein Maximum und ein Minimum an.

6.7 Bemerkung (Homöomorphismus)
Seien (X, dX) und (Y, dY ) metrische Räume. Eine bijektive Abbildung f : X → Y heißt Ho-
möomorphismus, falls f und f−1 stetig sind. Nach 4.9 und 6.6a gilt für solches f und A ⊂ X:

(a) A ist genau dann offen in X, wenn f(A) offen in Y ist.

15



KAPITEL 1. TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE AMV-SKRIPT

(b) A ist genau dann abgeschlossen in X, wenn f(A) abgeschlossen in Y ist.

(c) A ist genau dann kompakt in X, wenn f(A) kompakt in Y ist.

Sind (X, ‖ · ‖X) und (Y, ‖ · ‖Y ) normierte Räume und T ∈ L(X,Y ) ein linearer Homöomor-
phismus, so gilt für A ⊂ X auch:

(d) A ist genau dann beschränkt, wenn T (A) beschränkt ist.

6.8 Korollar
Ist (V, ‖ · ‖) ein endlich-dimensionaler normierter Raum, so gilt für A ⊂ V

A ist kompakt ⇐⇒ A ist beschränkt und abgeschlossen .

6.9 Bemerkung
Die Einheitskugel B1(0) des normierten Raums (C(I), ‖·‖∞) ist beschränkt und abgeschlossen,
aber nicht kompakt. Tatsächlich gilt für jeden normierten Raum (V, ‖ · ‖)

B1(0) ⊂ V kompakt ⇐⇒ dimV <∞ .

6.10 Bemerkung
Einen metrischen Raum (X, d) nennt man kompakt, wenn die definierende Überdeckungsei-
genschaft aus 6.1 speziell für A = X gilt. Dies ist nicht wirklich ein Spezialfall, denn für jede
echte Teilmenge A ⊂ X gilt

A ist kompakt ⇐⇒ der metrische Raum (A, d) ist kompakt .

Oft wird Kompaktheit nur so definiert. Kompaktheit ist also eine intrinsische Eigenschaft (im
Gegensatz zur Offenheit). Sie hängt nicht von Punkten außerhalb von A ab.
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§ 7 Vollständigkeit

7.1 Definition (Vollständigkeit)
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Eine Folge (xk)k ∈ X heißt Cauchyfolge, falls

∀ ε > 0 ∃ k(ε) ∈ N : d(xk, xℓ) < ε für alle k, ℓ ≥ k(ε) .

(b) (X, d) heißt vollständig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert. Ein vollständiger nor-
mierter Raum (V, ‖·‖) heißt Banachraum. Ein vollständiger Skalarproduktraum (V, 〈·, ·〉)
heißt Hilbertraum.

7.2 Bemerkung
Sind (X, d) ein metrischer Raum und (xk)k ⊂ X eine Folge, so gilt:

(a) Ist (xk)k eine Cauchyfolge, so ist (xk)k beschränkt.

(b) Ist (xk)k konvergent, so ist (xk)k eine Cauchyfolge.

(c) Sind (xk)k eine Cauchyfolge und (xkj)j eine Teilfolge mit xkj → a für j → ∞, so gilt
xk → a für k → ∞.

7.3 Satz
Jeder endlich-dimensionale normierte Raum (V, ‖ · ‖) ist vollständig, d. h. ein Banachraum.

7.4 Bemerkung
Seien (V, ‖ · ‖V ) und (W, ‖ · ‖W ) normierte Räume.

(a) Sind n := dimV < ∞ und m := dimW < ∞, so ist dimL(V,W ) = dimHom(V,W ) =
mn <∞ nach Satz 5.5, also ist L(V,W ) ein Banachraum nach Satz 7.3.

(b) Allgemeiner gilt (Funktionalanalysis): Ist W ein Banachraum (und V beliebig), so ist
L(V,W ) ein Banachraum.

7.5 Beispiel und Satz
Sei (K, d) ein kompakter metrischer Raum (vgl. Bemerkung 6.10). Dann setzen wir

C(K) := {f : K → R | f stetig} .

Mit der Norm ‖ · ‖∞ definiert durch

‖f‖∞ := sup
x∈K

∣
∣f(x)

∣
∣ = max

x∈K

∣
∣f(x)

∣
∣ <∞

nach Satz 6.6c wird C(K) zu einem normierten Raum.
Der normierte Raum (C(K), ‖ · ‖∞) ist ein Banachraum.

7.6 Bemerkung
Sei I = [a, b] ⊂ R mit a < b. Dann ist (C(I), ‖ · ‖p) nicht vollständig, falls p ∈ [1,∞).
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7.7 Satz
Sind (X, d) ein vollständiger metrischer Raum und A ⊂ X, so gilt

A ⊂ X ist abgeschlossen ⇐⇒ (A, d) ist vollständig .

Insbesondere ist jede abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums (z. B. des Rn) vollständig.

7.8 Definition (Kontraktion)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : X → Y heißt Kontraktion, falls es ein
q ∈ (0, 1) derart gibt, dass

d
(
f(x), f(y)

)
≤ q d(x, y) ∀x, y ∈ X .

Mit anderen Worten: f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante q < 1.

7.9 Satz (Banachscher Fixpunktsatz)
Seien (X, d) ein vollständiger metrischer Raum und f : X → X eine Kontraktion. Dann hat
f genau einen Fixpunkt, d. h. es existiert genau ein x ∈ X mit f(x) = x. Für alle y ∈ X gilt
zudem fn(y) → x für n→ ∞, wobei fn := f ◦ · · · ◦ f (n-mal).

7.10 Bemerkung
In den Anwendungen von Satz 7.9 betrachtet man oft Kontraktionen f : A→ A, wobei A eine
abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums ist. Nach Satz 7.7 ist A dann ein vollständiger
metrischer Raum mit der durch die Norm induzierten Metrik. Wir werden den Satz bei der
Untersuchung lokaler Invertierbarkeit differenzierbarer Abbildungen f : Rn → Rn verwenden.

7.11 Definition
Seien (X, d) ein metrischer Raum, A ⊂ X offen und f : A→ X eine Abbildung. Ein Fixpunkt
x ∈ A heißt attraktiv, falls eine Umgebung U ⊂ A von x existiert mit limn→∞ fn(y) = x für
alle y ∈ U .

7.12 Beispiel
Seien a < b und f : (a, b) → R stetig differenzierbar. Sei ferner x ∈ (a, b) ein Fixpunkt von f ,
d. h. f(x) = x. Ist dann |f ′(x)| < 1, so ist x attraktiv.
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Kapitel 2

Differentialrechnung im Rn

§ 8 Richtungsableitungen und partielle Ableitungen

8.1 Bemerkung
Sind I ⊂ R offen, a ∈ I und f : I → R differenzierbar in a, so beschreibt die Ableitung

f ′(a) = lim
t→0

f(a+ t)− f(a)

t

die Steigung von Graph f in a bzw. die lokale Änderungsrate von f bei a. Ist f auf einer
offenen Teilmenge U ⊂ Rn definiert und a ∈ U , so kann man die Änderungsrate von f in
verschiedene Richtungen betrachten.

8.2 Definition (Richtungsableitung)
Seien U ⊂ Rn offen, f : U → Rm eine Abbildung und a ∈ U .

(a) Sei v ∈ Rn. Existiert der Grenzwert

∂vf(a) := lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
∈ Rm ,

so heißt ∂vf(a) die Richtungsableitung von f bei a in Richtung v.

(b) Sei ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Rn (1 an i-ter Stelle) der i-te Einheitsvektor für i =
1, . . . , n. Existiert

∂eif(a) := lim
t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
,

so heißt ∂eif(a) die i-te partielle Ableitung von f in a.

Andere Schreibweisen sind z. B. ∂if(a), Dif(a),
∂f
∂xi

(a) und ∂
∂xi

∣
∣
x=a

f(x).

8.3 Bemerkung
Seien U ⊂ Rn offen, f : U → R eine Funktion und x ∈ U fest. Da U offen ist, existiert
ein ε > 0, so dass für i = 1, . . . , n die Funktionen gi : (xi − ε, xi + ε) → R mit gi(t) :=
f(x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xn) wohldefiniert sind. Im Fall der Existenz der Grenzwerte gilt
dann

∂if(x) = lim
t→0

f(x+ tei)− f(x)

t
= lim

t→0

gi(xi + t)− g(xi)

t
= g′i(xi) .
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Ist v ∈ Rn fest gewählt, dann existiert ein ε > 0 derart, dass gv : (−ε, ε) → R mit gv(t) :=
f(x+ tv) wohldefiniert ist, und im Falle der Existenz der Grenzwerte gilt

∂vf(x) = lim
t→0

f(x+ tv)− f(x)

t
= g′v(0) .

8.4 Beispiel
Sei f : Rn \ {0} → R mit f(x) = |x|2. Sei weiter x ∈ Rn \ {0} fest und gi wie oben, d. h.
gi(t) = (x21 + . . .+ x2i−1 + t2 + x2i+1 + . . .+ x2n)

1/2. Es folgt

∂if(x) = g′i(xi) =
1

2 (x21 + . . .+ x2n)
1/2

2xi =
xi
|x|2

.

Sei schließlich v = (1, 2, . . . , n) und gv wie oben definiert, d. h. gv(t) = f(x+ tv) = ((x1+ t)
2+

. . .+ (xn + nt)2)1/2. Dann ist

∂vf(x) = g′v(0) =
1

2 (x21 + . . .+ x2n)
1/2

(2x1 + 4x2 + . . .+ 2nxn) =
x1 + 2x2 + . . .+ nxn

|x|2
.

8.5 Bemerkung
Seien U ⊂ Rn offen, a ∈ U , f : U → Rm und v ∈ Rn. Dann existiert ∂vf(a) genau dann,
wenn ∂vfi(a) existiert für alle i = 1, . . . ,m, und im Falle der Existenz gilt

∂vf(a) =






∂vf1(a)
...

∂vfm(a)




 ∈ Rm .

Insbesondere gilt (im Falle der Existenz)

∂jf(a) =






∂jf1(a)
...

∂jfm(a)




 ∈ Rm .

Wir schreiben diese Vektoren als Spalten. Insbesondere schreiben wir

f :=






f1
...
fm




 : U → Rm .

8.6 Definition (Jacobimatrix)
Seien U ⊂ Rn offen, a ∈ U und f : U → Rm eine Abbildung. Falls alle partiellen Ableitungen
∂jf(a) ∈ Rm für j = 1, . . . , n in a existieren, so heißt die Matrix

Jf (a) :=
(
∂1f(a) · · · ∂nf(a)

)
=






∂1f1(a) · · · ∂nf1(a)
...

...
∂1fm(a) · · · ∂nfm(a)




 =

(
∂jfi(a)

)

i,j
∈ Rm×n

die Jacobimatrix von f in a. Im Speziallfall m = 1 ist der Gradient von f in a definiert durch

∇f(a) = Jf (a)
T =






∂1f(a)
...

∂nf(a)




 ∈ Rn×1 .
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8.7 Bemerkung
Seien U ⊂ Rn offen, a ∈ U und f : U → Rm eine Abbildung. Selbst wenn alle Richtungs-
ableitungen ∂vf(a) existieren, wird das lokale Änderungsverhalten von f um a durch diese
Ableitungen im Allgemeinen nicht vollständig wiedergegeben. Wir betrachten als Beispiel die
Funktion f : R2 → R mit

f(x) =

{

1 falls x 6= 0 und x2 = x21 ,

0 sonst .

Sei a = 0 ∈ R2. Dann ist ∂vf(0) = 0 für alle v ∈ R2 (insbesondere existieren sie), aber f ist
in 0 nicht einmal stetig.

Wir brauchen einen stärkeren Ableitungsbegriff, der ein solches Verhalten ausschließt.
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§ 9 Totale Differenzierbarkeit

9.1 Bemerkung
Sind I ⊂ R offen, a ∈ I und f : I → R in a differenzierbar, so ist c := f ′(a) dadurch
charakterisiert, dass g : R→ R mit g(t) = f(a) + c(t− a) die einzige affin lineare Abbildung
(d. h. Gerade) mit

lim
t→a

f(t)− g(t)

t− a
= 0

ist, und somit die Gerade, die f bei a am besten approximiert (anschaulich die Tangente). Wir
wollen das Konzept der „besten affinen Approximation“ nutzen, um die Differenzierbarkeit und
die Ableitungen einer Funktion in mehreren Variablen zu definieren.

9.2 Definition und Satz (totale Differenzierbarkeit)
Seien U ⊂ Rn offen und f : U → Rm eine Abbildung.

(a) f heißt differenzierbar in a ∈ U (auch „total differenzierbar“), falls es eine lineare Abbil-
dung L ∈ L(Rn,Rm) gibt mit

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− Lh

|h|2
= 0 in Rm . (∗)

Gilt (∗), so existieren alle Richtungsableitungen von f in a, und es gilt

∂vf(a) = Lv ∀ v ∈ Rn ,

also ist L durch (∗) eindeutig bestimmt. Wir setzen df(a) := L ∈ L(Rn,Rm) und
nennen df(a) die Ableitung von f in a (auch „totales Differential“ von f in a).

(b) f heißt differenzierbar, wenn f in allen Punkten differenzierbar ist.

9.3 Bemerkung

(a) In (∗) kann man | · |2 durch eine beliebige Norm auf Rn ersetzen, ohne dass sich die
Definition ändert. Dies folgt aus der Äquivalenz aller Normen auf Rn.

(b) Sind U ⊂ Rn offen und f : U → Rm in a ∈ U differenzierbar, so gilt

∂vf(a) = df(a)v ∀ v ∈ Rn .

Insbesondere ist also ∂jf(a) = df(a)ej für j = 1, . . . , n. Für v = (v1, . . . , vn)
T =

∑n
i=1 viei bedeutet dies

df(a)v =
n∑

i=1

vi df(a)ei =
n∑

i=1

vi ∂if(a) = Jf (a)






v1
...
vn




 .

Mit anderen Worten: Jf (a) ist die Darstellungsmatrix von df(a) ∈ L(Rn,Rm) bezüglich
der kanonischen Basen von Rn und Rm. Um im Matrixkalkül konsistent rechnen zu
können, schreiben wir Vektoren im Rn ab jetzt (fast immer) als Spalten. Dann gilt also

df(a)v = Jf (a)v = ∂vf(a) ∀ v ∈ Rn .

Im Spezialfall m = 1 gilt insbesondere df(a)v = Jf (a)v = 〈∇f(a), v〉 (Zeile mal Spalte).
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(c) Sind U ⊂ Rn offen, f : U → Rm und a ∈ U , so gilt

f ist differenzierbar in a ⇐⇒ fi ist differenzierbar in a ∀ i ∈ {1, . . . ,m} . (∗∗)

Gilt eine dieser Aussgagen (und damit beide), so folgt

df(a)v =






df1(a)v
...

dfm(a)v




 ∈ Rm ∀ v ∈ Rn

und

Jf (a) =






Jf1(a)
...

Jfm(a)




 ∈ Rm×n .

Man kann die Komponenten von f also getrennt auf Differenzierbarkeit untersuchen.

9.4 Bemerkung
Jede lineare Abbildung aus L(R,R) ist von der Form Lc : R → R mit Lc(t) = ct und t ∈ R.
Sind also I ⊂ R offen, a ∈ I und f : I → R eine Funktion, so gilt: f ist differenzierbar in a
im Sinne von Definition 9.2 mit df(a) = Lc

⇐⇒ lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− Lch

|h| = 0

⇐⇒ lim
h→0

f(a+ th)− f(a)

h
= lim

h→0

Lch

h
= c

⇐⇒ f ist im EHM-Sinn differenzierbar mit f ′(a) = c .

In diesem Fall gilt also df(a)v = f ′(a)v für v ∈ R.
Ist allgemeiner γ : I → Rm eine Abbildung, so ist γ in a genau dann differenzierbar, wenn

alle Komponenten γi : I → R von a im Sinne von EHM differenzierbar sind, und dann gilt

dγ(a)t =






γ′1(a)
...

γ′m(a)




 t .

Wir setzen

γ′(a) :=






γ′1(a)
...

γ′m(a)




 ∈ Rm ,

und es gilt dγ(a)t = tγ′(a) für t ∈ R.

9.5 Beispiel
Seien L ∈ L(Rn,Rm) und f : Rn → Rm definiert durch f(x) = Lx + c (affin lineare Abbil-
dung). Dann ist f differenzierbar mit df(a) = L für alle a ∈ Rn.

9.6 Satz
Seien U ∈ Rn offen und f : U → Rm in a differenzierbar. Dann gilt:
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(a) f ist in a stetig.

(b) Falls m = 1 ist

max
|v|2=1

∂vf(a) =
∣
∣∇f(a)

∣
∣
2
= ∂wf(a) für w =

∇f(a)
|∇f(a)|2

,

d. h. w ist die Richtung des steilsten Anstiegs.

9.7 Definition
Sei U ⊂ Rn offen. Eine Abbildung f : U → Rm heißt stetig partiell differenzierbar, wenn die
partiellen Ableitungen ∂jfi(x) für alle x ∈ U , i = 1, . . . ,m und j = 1, . . . , n existieren und die
Funktionen ∂jfi : U → R mit x 7→ ∂jfi(x) stetig sind. Wir setzen

C1(U,Rm) := {f : U → Rm | f stetig partiell differenzierbar} und C1(U) := C1(U,R) .

9.8 Beispiel
Sei f : R2 → R mit f(x) = x21 + x22. Dann ist ∂1f(x) = 2x1 und ∂2f(x) = 2x2, d. h.
∂1f, ∂2f : R2 → R sind stetig, also f ∈ C1(R2).

Ist f auch differenzierbar? Ja, dies zeigt der folgende wichtige Satz 9.9. Damit ist nach
Bemerkung 9.3b ∂vf(a) = df(a)v = Jf (a)v = (2a1, 2a2)(v1, v2)

T = 2a1v1 + 2a2v2 für alle
a, v ∈ R2.

Betrachte die affin lineare Abbildung ga : R2 → R mit ga(v) = f(a) + df(a)(v− a). Dann
ist der Graph ga die Tangentialebene an Graph f im Punkt a. Zum Beispiel für a = (1, 0)T

gilt ga(v) = 1 + 2(v1 − a1). Allgemein definiert man Graph f := {(x, f(x)) | x ∈ U} für eine
Abbildung f : U → Rm mit U ⊂ Rn offen.

9.9 Satz
Seien U ⊂ Rn offen und f ∈ C1(U,Rm). Dann ist f differenzierbar.

9.10 Bemerkung
Sei U ⊂ Rn offen. Dann gilt für f : U → Rm

f ∈ C1(U,Rm) ⇐⇒ f differenzierbar und df : U → L(Rn,Rm) mit a 7→ df(a) ist stetig .

Daher heißt f stetig differenzierbar.

9.11 Satz (Kettenregel)
Seien U ⊂ Rn offen, V ⊂ Rm offen, a ∈ U , f : U → Rm und g : V → Rℓ, und es gelte

(a) f(U) ⊂ V ;

(b) f ist in a differenzierbar;

(c) g ist in f(a) differenzierbar.

Dann ist g ◦ f : U → Rℓ in a differenzierbar, und es gilt

d(g ◦ f)(a) = dg
(
f(a)

)
df(a) ∈ L(Rn,Rℓ) und Jg◦f (a) = Jg

(
f(a)

)
Jf (a) ∈ Rn×ℓ .
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9.12 Beispiel
Seien f : R2 → R3 und g : R3 → R2 gegeben durch

f(x) =





sin(x1x2)
x1 − x2
x22



 und g(y) =

(
y1y2
y3

)

.

Dann sind f und g C1-Funktionen mit

Jf (x) =





x2 cos(x1x2) x1 cos(x1x2)
1 −1
0 2x2



 und Jg(y) =

(
y2 y1 0
0 0 0

)

.

Für a = (0, 1)T ∈ R2 ist f(a) = (0,−1, 1)T, und mit Satz 9.11 folgt

Jg◦f (a) = Jg(0,−1, 1)Jf (0, 1) =

(
−1 0 0
0 0 1

)




1 0
1 −1
0 2



 =

(
−1 0
0 2

)

.

9.13 Satz
Seien U ⊂ Rn offen und a ∈ U .

(a) Sind f, g : U → Rm differenzierbar in a, so ist auch f + g differenzierbar in a mit

d(f + g)(a) = df(a) + dg(a) .

(b) Sind λ ∈ R und f : U → Rm differenzierbar in a, so ist auch λf differenzierbar in a mit

d(λf)(a) = λdf(a) .

(c) Sind f, g : U → R differenzierbar in a, so ist auch fg differenzierbar in a mit

d(fg)(a) = g(a) df(a) + f(a) dg(a) .

(d) Ist f : U → R \ {0} differenzierbar in a, so ist auch 1/f differenzierbar in a mit

d
1

f
(a) = − 1

f(a)2
df(a) .

9.14 Definition (Kurvenintegral, Divergenz)
Seien I = [a, b] ⊂ R mit a < b und U ⊂ Rn offen.

(a) Eine stetige Abbildung γ : I → Rn heißt Kurve. γ heißt eine C1-Kurve, falls γ|(a,b) ∈
C1((a, b),Rn) und die Grenzwerte γ′(a) := lims→a γ

′(s) und γ′(b) := lims→b γ
′(s) exis-

tieren. Für s ∈ [a, b] heißt γ′(s) ∈ Rn der Geschwindigkeitsvektor von γ in s. Die Zahl
ℓ(γ) =

∫ b
a |γ′(s)|2 ds heißt Länge von γ.

(b) Eine stetige Abbildung F : U → Rn heißt ein Vektorfeld. Ist F ∈ C1(U,Rn), so heißt F
ein C1-Vektorfeld.
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(c) Sind γ : [a, b] → U eine C1-Kurve und F : U → Rn ein Vektorfeld, so heißt

∫

γ
F :=

∫ b

a

〈

F
(
γ(t)

)
, γ′(t)

〉

dt

das Kurvenintegral von F längs γ.

(d) Ist F ∈ C1(U,Rn), so heißt divF (x) :=
∑n

i=1 ∂iFi(x) die Divergenz von F in x. Die
Funktion divF : U → R mit x 7→ divF (x) ist dann stetig.

9.15 Beispiel

(a) Seien x, v ∈ Rn. Dann ist γ : [a, b] → Rn mit γ(t) := x+ tv eine C1-Kurve mit γ′(t) = v
für alle t und ℓ(γ) = (b− a)|v|2.

(b) Sei γ : [0, 2π] → R2 mit γ(t) := (cos t, sin t)T. Dann ist γ′(t) = (− sin t, cos t)T, und es
gilt

ℓ(γ) =

∫ 2π

0

∣
∣γ′(t)

∣
∣
2
dt =

∫ 2π

0

√

sin2 t+ cos2 t dt = 2π .

(c) Ist f ∈ C1(U), so ist ∇f : U → Rn mit x 7→ ∇f(x) ein Vektorfeld. Betrachte nun z. B.
f : R2 \ {0} → R mit f(x) = 1/|x|2. Dann ist F (x) = ∇f(x) = −x/|x|32, und mit γ aus
(b) folgt

∫

γ
F =

∫ 2π

0

〈

F
(
γ(t)

)
, γ′(t)

〉

dt =

∫ 2π

0

〈

−
(
cos t
sin t

)

,

(
− sin t
cos t

)〉

dt

=

∫ 2π

0
(cos t sin t− sin t cos t) dt = 0 .

Das ist kein Zufall; vgl. dazu Satz 9.16.

(d) Seien F : R2 → R2 gegeben durch F (x) = (−x2, x1)T und γ wie in (b). Dann gilt

∫

γ
F =

∫ 2π

0

〈(
− sin t
cos t

)

,

(
− sin t
cos t

)〉

dt =

∫ 2π

0
(sin2 t+ cos2 t) dt = 2π .

9.16 Satz
Seien U ⊂ Rn offen, f ∈ C1(U) und γ : [a, b] → Rn eine C1-Kurve. Dann gilt

∫

γ
∇f = f

(
γ(b)

)
− f

(
γ(a)

)
.

Ist γ geschlossen, d. h. γ(b) = γ(a), so folgt
∫

γ ∇f = 0.

9.17 Satz (Mittelwertsatz, erste Version)
Seien U ⊂ Rn offen und f : U → R differenzierbar. Seien ferner x, y ∈ U derart, dass die
Verbindungsstrecke zwischen x und y ganz in U liegt, d. h. x + t(y − x) ∈ U für t ∈ [0, 1].
Dann existiert ein τ ∈ (0, 1) mit

f(y)− f(x) =
〈

∇f
(
x+ τ(y − x)

)
, y − x

〉

.
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9.18 Definition
Seien γ : [a, b] → Rn stetig und M : [a, b] → Rm×n mit t 7→ (mij(t))ij stetig. Wir setzen

∫ b

a
γ(t) dt :=

(∫ b

a
γ1(t) dt, . . . ,

∫ b

a
γn(t) dt

)T

∈ Rn×1

und ∫ b

a
M(t) dt :=

(∫ b

a
mij(t) dt

)

ij

∈ Rm×n .

Man sieht leicht ein, dass dann für v ∈ Rn gilt:

(a) 〈
∫ b
a γ(t) dt, v〉 =

∫ b
a 〈γ(t), v〉dt.

(b) (
∫ b
a M(t) dt)v =

∫ b
a M(t)v dt ∈ Rm (Linearität des Riemann-Integrals).

9.19 Satz
Ist γ : [a, b] → Rn stetig mit a, b ∈ R und a < b, so gilt

∣
∣
∣
∣

∫ b

a
γ(t) dt

∣
∣
∣
∣
2

≤
∫ b

a

∣
∣γ(t)

∣
∣
2
dt .

9.20 Satz (Mittelwertsatz, zweite Version)
Seien U ∈ Rn offen und f ∈ C(U,Rm). Seien ferner x ∈ U und v ∈ Rn mit x+ tv ∈ U für alle
t ∈ [0, 1]. Dann gilt

f(x+ tv)− f(x) =

∫ 1

0
Jf (x+ tv)v dt ∈ Rm .

9.21 Korollar (Schrankensatz)
Unter den Voraussetzungen von Satz 9.20 gilt

∣
∣f(x+ v)− f(x)

∣
∣
2
≤M |v|2 mit M := max

t∈[0,1]

∥
∥df(x+ tv)

∥
∥ .

Hier und im Folgenden sei für L ∈ L(Rn,Rm) stets

‖L‖ := sup
v∈Rn\{0}

|Lv|2
|v|2

.

9.22 Bemerkung
Für Rm-wertige Abbildungen, m ≥ 2, gibt es keine „punktweise“ Version des Mittelwertsatzes
wie Satz 9.17. Ist z. B. γ : [0, 2π] → R2 mit γ(t) = (cos t, sin t)T, so ist

0 = γ(2π) − γ(0) 6= γ′(τ) = (− sin τ, cos τ)T ∀ τ ∈ [0, 2π] .

Für die meisten Anwendungen ist der Schrankensatz 9.21 ausreichend.
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§ 10 Höhere Ableitungen und die Taylorformel

10.1 Definition
Sei U ⊂ Rn offen. Induktiv definieren wir für k ∈ N mit k ≥ 2: Eine Abbildung f : U → Rm

heißt k-mal stetig differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen ∂if(x) für x ∈ U und
i = 1, . . . , n existieren und die Abbildungen ∂if : U → Rm (k − 1)-mal stetig differenzierbar
sind. Wir setzen

Ck(U,Rm) := {f : U → Rm | f k-mal stetig differenzierbar}

und
C(U,Rm) = C0(U,Rm) := {f : U → R | f stetig} .

Offensichtlich gilt C(U,Rm) ⊃ C1(U,Rm) ⊃ . . . als Inklusionskette. Wir definieren noch die
beliebig oft differenzierbaren Abbildungen

C∞(U,Rm) :=
⋂

k∈N Ck(U,Rm) .

Schließlich sei
Ck(U) := Ck(U,R) ∀ k ∈ N0 ∪ {∞} .

10.2 Definition (Hessematrix, Laplace-Operator)
Seien U ⊂ Rn offen, f ∈ C2(U) und x ∈ U .

(a) Hf (x) := (∂i∂jf(x))i,j ∈ Rn×n heißt die Hessematrix von f in x.

(b) ∆f(x) := spurHf (x) =
∑n

i=1 ∂
2
i f(x) bzw. ∆ =

∑n
i=1 ∂

2
i heißt der Laplace-Operator.

10.3 Beispiel
Sei f : R2 → R mit f(x) = x1x2e

x1 . Dann ist ∂1f(x) = ex1(x1x2 + x2) und ∂2f(x) = x1e
x1

sowie ∂1∂2f(x) = ∂2∂1f(x) = ex1(1 + x1), ∂21f(x) = ex1(x1x2 +2x2) und ∂22f(x) = 0. Es folgt
∆f(x) = ∂21f(x) und

Hf(x) =

(
ex1(x1x2 + 2x2) ex1(1 + x1)

ex1(1 + x1) 0

)

ist symmetrisch. Dies ist kein Zufall, siehe den folgenden Satz 10.4.

10.4 Satz (von Schwarz)
Seien U ⊂ Rn offen, a ∈ U und f ∈ C2(U,Rm). Dann gilt

∂i∂jf(a) = ∂j∂if(a) ∀ i, j ∈ {1, . . . , n} .

10.5 Korollar
Sind U ⊂ Rn offen und f ∈ Ck(U,Rm), so gilt

∂i1 · · · ∂ikf(x) = ∂iπ(1)
· · · ∂iπ(k)

f(x)

für alle x ∈ U und jede Permutation π = {1, . . . , k} → {1, . . . , k}.
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10.6 Bemerkung (Potential)
Seien U ⊂ Rn offen und F ∈ C1(U,Rn), d. h. F ist ein C1-Vektorfeld. Eine Funktion f ∈ C2(U)
mit ∇f(x) = F (x) heißt ein Potential für x ∈ U von F . Es ist wichtig zu wissen, ob F ein
Potential besitzt, denn in diesem Fall gilt nach Satz 9.16

∫

γ
F = f

(
γ(b)

)
− f

(
γ(a)

)
∀ C1-Kurven γ : [a, b] → U .

Eine notwendige Bedingung für die Existenz von f ist nach Satz 10.4 die Integrabilitätsbedin-
gung

∂iFj(x) = ∂i∂jf(x) = ∂j∂if(x) = ∂jFi(x) ∀x ∈ U . (∗)
Ist U sternförmig, d. h. es gibt x0 ∈ U mit x0 + t(y − x0) ∈ U für alle y ∈ U und t ∈ [0, 1],
dann ist (∗) auch hinreichend für die Existenz eines Potentials.

10.7 Beispiel
Sei F : R2 → R2 mit F (x) = (x22, x1)

T. Hat F ein Potential? Nein, denn

∂1F2(x) = 1 6= 2x2 = ∂2F1(x) für x ∈ R mit x2 6=
1

2
.

10.8 Satz (über iterierte Richtungsableitungen)
Seien U ⊂ Rn offen und f ∈ Ck(U,Rm). Dann gilt für x ∈ U und v1, . . . , vk ∈ Rn

∂v1 · · · ∂vkf(x) =
n∑

i1,...,ik=1

∂i1 · · · ∂ikf(x) v1i1 · · · vkik

mit vℓ := (vℓ1, . . . , v
ℓ
n)

T.

10.9 Bemerkung
Seien U ⊂ Rn offen und f ∈ C2(U). Dann folgt aus Satz 10.8 für x ∈ U und v,w ∈ Rn

∂v∂wf(x) =

n∑

i,j=1

∂i∂jf(x) viwj =
〈
Hf (x)v,w

〉
=
〈
v,Hf (x)w

〉
.

10.10 Definition und Bemerkung (Multiindex)
Seien U ⊂ Rn offen und f ∈ Ck(U,Rm). Nach Satz 10.8 gilt für x ∈ U und v ∈ Rn

∂kv f(x) =

n∑

i1,...,ik=1

∂i1 · · · ∂ikf(x) v1i1 · · · vkik .

Nach Satz 10.4 müssen wir nicht alle nk partiellen Abkleitungen ∂i1 · · · ∂ikf(x) berechnen, da
es auf die Reihenfolge der Indizes nicht ankommt. Um dies vereinfacht darstellen zu können,
benötigen wir ein paar Definitionen. Ein Element α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn

0 heißt Multiindex.
Wir setzen:

(a) |α| := α1 + . . .+ αn.

(b) α! := α1! · · ·αn!.

(c) xα := xα1
1 · · · xαn

n für x ∈ Rn.
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(d) ∂αf(x) := ∂α1
1 · · · ∂αn

n f(x) (Ableitung der Ordnung |α|).

10.11 Satz
Seien α ∈ Nn

0 und k = |α|. Dann existieren genau k!/α! Tupel (i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . , n}k, so
dass

αj =
∣
∣{1 ≤ ℓ ≤ n | iℓ = j}

∣
∣ für j ∈ {1, . . . , n} .

10.12 Korollar
Seien U ⊂ Rn und f ∈ Ck(U,Rm). Dann gilt

∂kv f(x) =
∑

|α|=k

k!

α!
∂αf(x) vα ∀ v ∈ Rn ,

wobei α ∈ Nn
0 .

10.13 Satz (Taylorfomel)
Seien U ⊂ Rn offen, f ∈ Ck(U) und a ∈ U . Dann gilt für x ∈ U mit a+ t(x− a) ∈ U für alle
t ∈ [0, 1]

f(x) = T k
a (x) +Rk

a(x)

mit dem Taylorpolynom

T k
a (x) =

∑

|α|≤k

∂αf(a)

α!
(x− a)α

und dem Restglied

Rk
a(x) = f(x)− T k

a (x) mit lim
x→a

Rk
a(x)

|x− a|k2
= 0 .

Ist zudem f ∈ Ck+1(U), so existiert τ = τ(x) ∈ (0, 1) mit

Rk
a(x) =

∑

|α|=k+1

∂αf(a+ τ(x− a))

α!
(x− a)α .

10.14 Beispiel und Bemerkung
Seien U ⊂ Rn offen und a ∈ U . Ist f ∈ Ck(U), so gilt nach Korollar 10.12

T k
a (x) =

k∑

j=0

∂jvf(a)

j!
für v = x− a .

Insbesondere ist für f ∈ C1(U)

T 1
a (x) = f(a) + ∂vf(a) = f(a) +

〈
∇f(a), x− a

︸ ︷︷ ︸

=v

〉
.

Für f ∈ C2(U) gilt analog

T 2
a (x) = f(a) +

〈
∇f(a), x− a

〉
+

1

2
∂2vf(a) mit ∂2vf(a)

10.9
=
〈
Hf (a)(x − a), (x − a)

〉
.

Als Beispiel sei f : R2 → R mit f(x) = x1x2e
x1 gegeben. Nach Beispiel 10.3 gilt:
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• ∇f(x) = ex1(x2(1 + x1), x1)
T, d. h. ∇f(0) = 0.

• Hf (x) =

(
ex1(x1x2 + 2x2) ex1(1 + x1)

ex1(1 + x1) 0

)

, d. h. Hf (0) =

(
2 1
1 0

)

.

Damit folgt T 2
0 (x) = 0 + 0 + 〈Hf (0)x, x〉/2 = x21 + x1x2. Nun wollen wir T 3

0 berechnen: Sei
α ∈ N2

0 mit |α| = 3. Wir unterscheiden vier Fälle:

• α = (3, 0) =⇒ ∂αf(x) = ∂31f(x) = x2e
x1(3 + x1) =⇒ ∂αf(0)/α! = 0;

• α = (2, 1) =⇒ ∂αf(x) = ∂21∂2f(x) = ex1(2 + x1) =⇒ ∂αf(0)/α! = 1;

• α = (1, 2) =⇒ ∂αf(x) = ∂22∂1f(x) = 0 =⇒ ∂αf(0)/α! = 0;

• α = (0, 3) =⇒ ∂αf(x) = ∂32f(x) = 0 =⇒ ∂αf(0)/α! = 0.

Damit folgt T 3
0 (x) = x21+x1x2+x

2
1x2. Beachte: Wir mussten nur vier anstelle von acht dritten

partiellen Ableitungen ausrechnen.

10.15 Bemerkung
Andere Schreibweisen für höhere Ableitungen:

(a)
∂kf

∂xi1 · · · ∂xik
(x) anstelle von ∂i1 · · · ∂ikf(x).

(b) Dαf(x) anstelle von ∂αf(x).
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§ 11 Lokale Extrema

11.1 Definition (lokales und globales Extremum)
Seien (X, d) ein metrischer Raum, f : X → R und a ∈ X.

(a) f hat in a ein lokales Minimum, wenn ein r > 0 existiert mit

f(x) ≥ f(a) ∀x ∈ Ur(a) .

(b) a heißt striktes lokales Minimum von f , falls ein r > 0 existiert mit

f(x) > f(a) ∀x ∈ Ur(a) \ {a} .

(c) Gilt f(x) ≥ f(a) für alle x ∈ X, so heißt a globales Minimum von f .

(d) Analog zu (a)–(c) definiert man ein (striktes) lokales bzw. globales Maximum.

(e) a heißt lokales (globales) Extremum von f , wenn a ein lokales (globales) Maximum oder
Minimum von f ist.

11.2 Bemerkung
Diese Bezeichnungen werden oft nicht nur für a, sondern auch für f(a) verwendet. Zum Beispiel
sagt man: „f hat in a lokales Maximum gegeben durch f(a).“

11.3 Beispiel

(a) Seien X = R und f : X → R mit f(x) = x4 − 2x2. Dann ist 0 ein lokales Maximum,
aber kein globales.

(b) Seien X = [0, 1] und f : X → R mit f(x) = x. Dann ist 0 ein globales Minimum und 1
ein globales Maximum.

(c) Seien X = (0, 1) und f : X → R mit f(x) = x. Dann hat f keine lokalen Extrema.

(d) Seien X = R2 und f : X → R mit f(x) = x21. Dann ist (0, t)T ein globales Minimum für
alle t ∈ R, aber kein striktes lokales Minimum.

11.4 Satz
Seien U ⊂ Rn offen, f ∈ C1(U) und a ∈ U ein lokales Extremum von f . Dann gilt ∇f(a) = 0.

11.5 Definition und Bemerkung (kritischer und regulärer Punkt)
Seien U ⊂ Rn offen und f ∈ C1(U). a heißt kritischer Punkt von f , falls ∇f(a) = 0, und
andernfalls regulärer Punkt. Nach Satz 11.4 ist jedes lokale Extremum ein kritischer Punkt.

Die Umkehrung gilt nicht, wie folgendes Beispiel zeigt. Die Funktion f : R2 → R mit
f(x) = x21−x22 hat in (0, 0)T einen kritischen Punkt, aber kein lokales Extremum, da f(t, 0) > 0
und f(0, t) < 0 für alle t ∈ R \ {0} und f(0, 0) = 0.

Ob eine Funktion f in einem kritischen Punkt ein lokales Extremum hat und von welchem
Typ dieses ist, werden wir nun anhand der Hesse-Matrix von f in diesem Punkt untersuchen.

11.6 Definition (Definitheit)
Seien S ∈ Rn×n symmetrisch, m(S) := min|x|2=1〈Sx, x〉 und M(S) := max|x|2=1〈Sx, x〉.
Beachte, dass {x ∈ Rn | |x|2 = 1} kompakt ist, so dass das Maximum und das Minimum
existieren. S heißt
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(a) positiv definit, falls m(S) > 0;

(b) positiv semidefinit, falls m(S) ≥ 0;

(c) indefinit, falls m(S) < 0 < M(s);

(d) negativ semidefinit, falls M(S) ≤ 0;

(e) negativ definit, falls M(s) < 0.

11.7 Bemerkung
Sei S wie in Definition 11.6. Dann gilt für alle x ∈ Rn

m(S)|x|22 ≤ 〈Sx, x〉 ≤M(s)|x|22 .

11.8 Satz
Seien U ⊂ Rn offen, f ∈ C2(U) und a ∈ U ein kritischer Punkt von f . Dann gilt:

(a) Ist Hf (a) positiv definit, so ist a ein striktes lokales Minimum.

(b) Ist Hf (a) negativ definit, so ist a ein striktes lokales Maximum.

(c) Ist Hf (a) indefinit, so ist a kein lokales Extremum, sondern ein Sattelpunkt.

(d) Ist a ein lokales Minimum, so ist Hf (a) positiv semidefinit.

(e) Ist a ein lokales Maximum, so ist Hf (a) negativ semidefinit.

11.9 Bemerkung
Sei S ∈ Rn×n symmetrisch. Dann gilt:

(a) 〈Sx, y〉 = 〈x, Sy〉 für alle x, y ∈ Rn.

(b) S hat nur reelle Eigenwerte.

(c) Es existiert eine ONB aus Eigenvektoren b1, . . . , bn ∈ Rn zu den Eigenwerten λ1 ≤ λ2 ≤
. . . ≤ λn von S, d. h. Sbi = λibi und (bi, bj) = δij .

Insbesondere ist S diagonalisierbar, und dabei gilt:

(d) S ist genau dann positiv (semi)definit, wenn λi > 0 (λi ≥ 0) für alle i = 1, . . . , n.

(e) S ist genau dann negativ (semi)definit, wenn λi < 0 (λi ≤ 0) für alle i = 1, . . . , n.

(f) S ist genau dann indefinit, wenn es Indizes i und j mit λi > 0 und λj < 0 gibt.

Ist n = 2, d. h. S ∈ R2×2, so folgt:

(g) S ist genau dann positiv definit, wenn detS > 0 und spurS > 0.

(h) S ist genau dann negativ definit, wenn detS > 0 und spurS < 0.

(i) S ist genau dann indefinit, wenn detS < 0.
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11.10 Beispiel
Sei f ∈ C2(R2) definiert durch f(x, y) = x3 + y3 − 3xy. Dann ist

∇f(x, y) =
(
3x2 − 3y
3y2 − 3x

)

=

(
0
0

)

⇐⇒ x2 = y und y2 = x

⇐⇒
(
x
y

)

=

(
0
0

)

=: p1 oder

(
x
y

)

=

(
1
1

)

=: p2 .

Damit sind p1 und p2 die kristischen Punkte von f . Weiter gilt

Hf (x, y) =

(
6x −3
−3 6y

)

, Hf (p1) =

(
0 −3
−3 0

)

, Hf (p2) =

(
6 −3
−3 6

)

.

Es ist detHf (p1) = −9 < 0, d. h. Hf (p1) ist indefinit, also p1 ein Sattelpunkt. Weiter ist
detHf (p2) = 27 > 0 und spurHf (p2) = 12 > 0, d. h. Hf (p2) ist positiv definit, also p2 ein
striktes lokales Minimum. f hat keine globalen Extrema, denn f(x, x) = 2x3− 3x2 → ±∞ für
x→ ±∞.
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§ 12 Lokale Diffeomorphie

12.1 Bemerkung
Seien U ⊂ Rn offen, V ⊂ Rm offen und f : U → V eine C1-Abbildung, die bijektiv ist und
eine stetig differenzierbare Inverse f−1 : V → U besitzt. Die Anwendung der Kettenregel auf
die Gleichungen idU = f−1 ◦ f und idV = f ◦ f−1 liefert1n = JidU

(x) = Jf−1

(
f(x)

)
Jf (x) ∀x ∈ U

und 1m = JidV
(y) = Jf

(
f−1(y)

)
Jf−1(y) ∀ y ∈ V ,

d. h. 1m = Jf (x)Jf−1

(
f(x)

)
∀x ∈ U .

Daraus folgt
m = n und Jf−1

(
f(x)

)
=
(
Jf (x)

)−1
.

Falls m = n = 1 gilt

(f−1)′
(
f(x)

)
=

1

f ′(x)
. (∗)

Im eindimensionalen Fall gilt auch: Ist U ⊂ R ein offenes Intervall und f ∈ C1(U) mit
f ′(x) 6= 0 für alle x ∈ U , so ist V := f(U) offen und f : U → V hat eine C1-Umkehrfunktion
f−1 : V → U , welche (∗) erfüllt.

Frage: Ist im mehrdimensionalen Fall m = n > 1 die Invertierbarkeit der Jacobimatrix Jf (x0)
in einem Punkt x0 ∈ U hinreichend für die „lokale Invertierbarkeit“ von f um den Punkt x0?

12.2 Definition (Diffeomorphismus)
Seien U, V ⊂ Rn offen. Eine C1-Abbildung f : U → V heißt ein Diffeomorphismus, falls f
bijektiv ist und f−1 : V → U ebenfalls eine C1-Abbildung ist. Wir schreiben

Diff(U, V ) := {f : U → V | f Diffeomorphismus} .
Beachte, dass

f ∈ Diff(V,U) =⇒ f−1 ∈ Diff(V,U)

und

Jf−1

(
f(x)

)
=
(
Jf (x)

)−1 ∀x ∈ U bzw. df−1
(
f(x)

)
=
(
df(x)

)−1 ∀x ∈ U ,

siehe die Anwendung der Kettenregel in Bemerkung 12.1.

12.3 Beispiel

(a) Seien f : Rn → Rn mit f(x) = Tx+ c, T ∈ L(Rn,Rn) invertierbar und c ∈ Rn. Dann
gilt

f ∈ Diff(Rn,Rn) mit f−1(y) = T−1(y − c) für y ∈ Rn .

(b) f : R → R mit f(x) = x3 ist eine bijektive C1-Abbildung, aber kein Diffeomorphismus,
denn

f−1 : R→ R mit f−1(y) :=

{
3
√
y falls y ≥ 0 ,

− 3
√−y falls y < 0

ist in 0 nicht differenzierbar. Allerdings ist f : R→ R mit f(x) = x3 + x ein C1-Diffeo-
morphismus nach Bemerkung 12.1.

35



KAPITEL 2. DIFFERENTIALRECHNUNG IM Rn AMV-SKRIPT

12.4 Definition und Satz
Sei Gl(n) := {T ∈ Rn×n | T invertierbar}. Dann ist Gl(n) offen, und die Abbildung Gl(n) →
Gl(n) mit T 7→ T−1 ist stetig.

12.5 Satz (von der lokalen Diffeomorphie)
Seien U ⊂ Rn offen, f ∈ C1(U,Rn) und a ∈ U derart, dass Jf (a) ∈ Gl(n). Dann existieren
offene Umgebungen Ũ ⊂ U von a und V ⊂ Rn von f(a) derart, dass f |Ũ ∈ Diff(Ũ , V ).

12.6 Bemerkung
Satz 12.5 wird auch „Satz von der inversen Funktion“ genannt.

12.7 Korollar
Sind U ⊂ Rn offen und f ∈ C1(U,Rn) eine Abbildung mit det Jf (x) 6= 0 für alle x ∈ U , so
gilt:

(a) f(U) ⊂ Rn ist offen.

(b) Ist f injektiv, so ist f ∈ Diff(U, f(U)).

12.8 Beispiel (Polarkoordinaten)
Seien U := (0,∞) × R ⊂ R2 und f ∈ C1(U,R2) gegeben durch f(r, ϕ) := (r cosϕ, r sinϕ).
Dann gilt

Jf (r, ϕ) =

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)

mit det Jf (r, ϕ) = r(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = r > 0 .

Damit ist Jf (r, ϕ) invertierbar für alle (r, ϕ) ∈ U , und die Sätze 12.5 und 12.7a sind anwendbar.
Allerdings ist f nicht injektiv, denn f(r, ϕ+2kπ) = f(r, ϕ) für alle (r, ϕ) ∈ U und k ∈ Z. Wir
setzen U ′ := (0,∞) × (−π, π). Dann ist U ′ offen im R2, f |U ′ ist injektiv, und es gilt P2 :=
f |U ′ ∈ Diff(U ′, V ) mit V := R2 \ {(x1, 0) | x1 ≤ 0}. P2 heißt die Polarkoordinatenabbildung.

Wie berechnet man die Jacobimatrix von P−1
2 in (1, 1) ∈ V ? Es ist (1, 1) = P2(

√
2, π/4),

wobei

JP2

(√
2,
π

4

)

=







1√
2

−1

1√
2

1






.

Nach Bemerkung 12.1 ist dann

JP−1
2

(1, 1) =

(

JP2

(√
2,
π

4

))−1

=
1√
2





1 1

− 1√
2

1√
2



 =







1√
2

1√
2

−1

2

1

2






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§ 13 Der Satz von der impliziten Funktion

13.1 Beispiel und Bemerkung

(a) Viele Probleme bzw. Gleichungen der Analysis hängen von Parametern ab und man
möchte die Abhängigkeit der Lösungen von diesen Paramtern untersuchen. Betrachten
wir folgendes Beispiel: Seien λ > 0 und Pλ : R→ R mit Pλ(x) = λx3+2x−3. Dann gilt
P ′
λ(x) = 3λx2 + 2 > 0 für alle x ∈ R, d. h. Pλ ist streng monoton wachsend. Ferner gilt
Pλ(x) → ±∞ für x→ ±∞, so dass Pλ für alle λ > 0 genau eine Nullstelle g(λ) besitzt.

Ist g : (0,∞) → R mit λ 7→ g(λ) differenzierbar? Falls ja, kann man ihre Ableitung g′

implizit berechnen. Sei dazu F : (0,∞)×R→ R mit F (λ, x) = Pλ(x). Dann ist F eine
C1-Funktion mit ∂1F (λ, x) = x3 und ∂2F (λ, x) = P ′

λ(x) = 3λx2 + 2. Da F (λ, g(λ)) =
Pλ(g(λ)) = 0 folgt mit der Kettenregel

0 =
∂

∂λ
F
(
λ, g(λ)

)
= JF

(
λ, g(λ)

)
(

1
g′(λ)

)

= ∂1F
(
λ, g(λ)

)
+ ∂2F

(
λ, g(λ)

)
g′(λ)

=⇒ g′(λ) = −
(

∂2F
(
λ, g(λ)

))−1
∂1F

(
λ, g(λ)

)
= − g(λ)3

3λg(λ)2 + 2
.

Für λ = 1 gilt z. B. g(1) = 1 und g′(1) = −1/5.

Allerdings haben wir die Differenzierbarkeit von g bisher nicht gezeigt! Diese wird aus
Satz 13.2 folgen.

(b) Sei F : R2 → R eine C1-Funktion mit Nullstellenmenge N := {(x, y)T | F (x, y) = 0} ⊂R2. Können wir die Gleichung F (x, y) = 0 nach x oder y auflösen? Mit anderen Worten:
Können wir N als Graph einer Funktion y = y(x) oder x = x(y) schreiben (evtl. mit
C1-Funktionen)?

Im Allgemeinen funktioniert das nicht; sei z. B. F (x, y) = x2 + y2 − 1. Dann ist N =
∂B1(0). Allerdings existieren zu jedem (x, y)T ∈ N Umgebungen Ux ⊂ R von x und
Uy ⊂ R von y sowie zumindest eine der C1-Funktionen g1 : Ux → Uy und g2 : Uy → Ux

mit

N ∩ (Ux × Uy) =
{
(ξ, g1(ξ))

∣
∣ ξ ∈ Ux

}
oder N ∩ (Ux × Uy) =

{
(g2(ξ), ξ)

∣
∣ ξ ∈ Uy

}
.

Für (x, y) = (1, 0) kann man z.B. Ux = (0,∞) und Uy = (−1, 1) wählen, und es gilt

N ∩ (Ux × Uy) =
{(√

1− ξ2, ξ
) ∣∣
∣ ξ ∈ (−1, 1)

}

,

was den rechten Halbkreis beschreibt. Hier ist dann g : Uy → Ux mit g(ξ) =
√

1− ξ2.

Der folgende Satz liefert ein allgemeines Kriterium für die Auflösbarkeit von Gleichungen bzw.
Nullstellenmengen.

13.2 Satz (von der impliziten Funktion)
Seien k,m ∈ N, n = k +m, U ⊂ Rn offen und F ∈ C1(U,Rm). Wir schreiben z = (x, y) ∈
U ⊂ Rn mit x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk und y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm sowie

Jf (z) =

(
∂F

∂x
(z),

∂F

∂y
(z)

)

∈ Rm×n
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mit

∂F

∂x
(z) =









∂F1

∂x1
(z) . . .

∂F1

∂xk
(z)

...
...

∂Fm

∂x1
(z) . . .

∂Fm

∂x1
(z)









∈ Rm×k

und

∂F

∂y
(z) =










∂F1

∂y1
(z) . . .

∂F1

∂ym
(z)

...
. . .

...
∂Fm

∂y1
(z) . . .

∂Fm

∂ym
(z)










∈ Rm×m .

Dann gilt: Ist z0 = (x0, y0) ∈ U mit F (z0) = 0 und ∂F
∂y (z0) ∈ Rm×m invertierbar, so existieren

ε, δ > 0 und eine C1-Abbildung g : Uε(x0) → Uδ(y0) derart, dass für (x, y) ∈ Uε(x0)× Uδ(y0)

F (x, y) = 0 ⇐⇒ y = g(x)

gilt. Insbesondere ist

y0 = g(x0) und Jg(x0) = −
(
∂F

∂y
(z0)

)−1 ∂F

∂x
(z0) ∈ Rm×k .

13.3 Satz (Ableitung der impliziten Funktion)
Seien k, m, n, U und F ∈ C1(U,Rm) wie in Satz 13.2. Seien ferner U1 ⊂ Rk offen und
g ∈ C1(U1,Rm) eine Abbildung mit (x, g(x)) ∈ U und F (x, g(x)) = 0 für alle x ∈ U1. Dann
gilt für alle x ∈ U1 mit ∂F (x, g(x))/∂y ∈ Gl(m)

Jg(x) = −
(
∂F

∂y

(
x, g(x)

)
)−1 ∂F

∂x

(
x, g(x)

)
∈ Rm×k .

13.4 Beispiel

(a) Sei F : R2 → R definiert durch F (x, y) = x2 + y2 − 1 (siehe Beispiel 13.1b). Dann ist

∂2F (x, y) =
∂F

∂y
(x, y) = 2y 6= 0 für y 6= 0 .

Also existieren für alle z0 = (x0, y0) ∈ N := {(x, y)T | F (x, y) = 0} mit y0 6= 0 nach
Satz 13.2 Umgebungen Uε(x0) und Uδ(y0) und eine C1-Abbildung g : Uε(x0) → Uδ(y0)
mit

N ∩
(
Uε(x0)× Uδ(y0)

)
= Graph g :=

{(
ξ, g(ξ)

)
∣
∣
∣ ξ ∈ Uε(x0)

}

.

Hier gilt speziell für ξ ∈ Uε(x0)

g(ξ) =

{√

1− ξ2 falls y0 > 0 ,

−
√

1− ξ2 falls y0 < 0 .
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(b) Wir betrachten das (unterbestimmte) nichtlineare Gleichungssystem

3x2 − y2 + u3 + v2 = 4 , 2x2 − y3 + u2 − v = 1 (∗)

für (x, y, u, v)T ∈ R4. Offensichtlich ist z0 = (1, 1, 1, 1)T ∈ R4 eine Lösung. Kann man
(∗) lokal bei z0 nach den Variablen (u, v) durch eine C1-Abbildung auflösen? Schreibe
(∗) als F (x, y, u, v) = (0, 0)T mit F ∈ C1(R4,R2) gegeben durch

F (x, y, u, v) :=

(
3x2 − y2 + u3 + v2 − 4
2x2 − y3 + u2 − v − 1

)

,

so dass F (z0) = 0. Für z = (x, y, u, v) gilt

∂F

∂(u, v)
(z) =







∂F1

∂u
(z)

∂F1

∂v
(z)

∂F2

∂u
(z)

∂F2

∂v
(z)







=

(
3u2 2v
2u −1

)

,
∂F

∂(u, v)
(z0) =

(
3 2
2 −1

)

=: T

mit detT = −7 6= 0. Nach Satz 13.2 existieren also ε, δ > 0 und eine C1-Abbildung
g : Uε(1, 1) → Uδ(1, 1) derart, dass für z = (x, y, u, v) ∈ Uε(1, 1) × Uδ(1, 1)

F (z) = 0 ⇐⇒ (u, v) = g(x, y)

gilt. Weiter ist

T−1 = −1

7

(
−1 −2
−2 3

)

=
1

7

(
1 2
2 −3

)

,

∂F

∂(x, y)
(z0) =







∂F1

∂x
(z0)

∂F1

∂y
(z0)

∂F2

∂x
(z0)

∂F2

∂y
(z0)







=

(
6x −2y
4x −3y2

)∣
∣
∣
∣
(x,y,u,v)=z0

=

(
6 −2
4 −3

)

,

Jg(1, 1) =
1

7

(
1 2
2 −3

)(
6 −2
4 −3

)

= −1

7

(
14 −8
0 5

)

nach den Sätzen 13.2 und 13.3.

Falls man die Regel vergessen hat: Differenziere die Gleichungen

3x2 − y2 + g1(x, y)
3 + g2(x, y)

2 = 4 , 2x2 − y3 + g1(x, y)
2 − g2(x, y) = 1

nach x und y, setze z0 = (1, 1, 1, 1) ein und löse nach

∂g1
∂x

(1, 1) ,
∂g2
∂x

(1, 1) ,
∂g1
∂y

(1, 1) ,
∂g2
∂y

(1, 1)

auf (implizites Differenzieren).

Kann man (∗) lokal bei z0 auch nach anderen Variablen auflösen, z. B. nach (x, y)
(Übungsaufgabe)? Dies kann man mit Satz 13.2 beantworten, wenn man die Koordinaten
geeignet umstellt. Wichtig ist dann die Matrix ∂F (z0)/∂(x, y) ∈ R2×2. Eine allgemeine
Formulierung von Satz 13.2, die Koordinatenumstellungen berücksichtigt, geben wir in
Satz 13.7.
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13.5 Definition (regulärer Punkt und Wert)
Seien U ⊂ Rn offen und f ∈ C1(U,Rm). Für w ∈ Rm sei

f−1(w) =
{
z ∈ U

∣
∣ f(z) = w

}

das Urbild von w unter f .

(a) z ∈ U heißt regulärer Punkt von f , falls df(z) ∈ L(Rn,Rm) surjektiv ist; dazu muss
insbesondere m ≤ n gelten.

(b) w ∈ Rm heißt regulärer Wert von f , falls alle z ∈ f−1(w) reguläre Punkte sind.

13.6 Bemerkung
In der Situation von Definition 13.5 gilt für z ∈ U und w ∈ Rm:

(a) z ist ein regulärer Punkt

⇐⇒ Rang Jf (z) = m

⇐⇒ die Zeilen von Jf (z) sind linear unabhängig im Rn

⇐⇒ Jf (z) hat mindestens m linear unabhängige Spalten .

(b) Ist w /∈ f(U), so ist w ein regulärer Wert von f .

(c) Im Fall m = 1, d. h. f ∈ C1(U), gilt

z ist regulärer Punkt von f ⇐⇒ ∇f(z) 6= 0 (vgl. Definition 11.5) .

(d) Nichtreguläre Punkte bzw. Werte nennt man singulär oder kritisch.

13.7 Satz
Seien U ⊂ Rn offen, f ∈ C1(U,Rm), m < n, k := n − m, z ∈ U ein regulärer Punkt
von f und w = f(z). Seien ferner π ∈ Sn eine so gewählte Permutation, dass die Vektoren
∂π(k+1)f(z), . . . , ∂π(n)f(z) ∈ Rm linear unabhängig sind (vgl. Bemerkung 13.6a), und T ∈
Gl(n) die durch Tej = eπ(j) für j = 1, . . . , n eindeutig festgelegte lineare Abbildung. Dann
existieren offene Teilmengen U1 ⊂ Rk und V ⊂ U mit z ∈ V sowie g ∈ C1(U1,Rm) derart,
dass

f−1(w) ∩ V =

{

T

(
x
g(x)

) ∣
∣
∣
∣
x ∈ U1

}

.

13.8 Bemerkung
Satz 13.7 sagt insbesondere, dass man das Urbild f−1(w) eines regulären Werts w ∈ f(U) einer
Abbildung f ∈ C1(U,Rm), mit U ⊂ Rn offen und m < n, lokal als Graph einer C1-Abbildung
schreiben kann, wenn man die Koordinaten geeignet umnummeriert.

13.9 Beispiel

(a) Sei f ∈ C1(R2) definiert durch f(x, y) = x2 − y2. Dann gilt ∇f(x, y) = 2(x,−y)T = 0
genau dann, wenn (x, y) = (0, 0), d. h. (0, 0)T ist der einzige kritische Punkt von f und
damit 0 der einzige kritische Wert von f . Beachte, dass (1, 1)T ein regulärer Punkt von
f ist, f(1, 1) = 0 aber kein regulärer Wert von f ist.

Skizziere die Mengen f−1(c) ⊂ R2, genannt Höhenlinien von f , für c nahe 0. Es gilt die
Regel: Die Gestalt der Höhenlinien kann sich nur bei kritischen Werten von f grundle-
gend ändern.
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(b) Sei f ∈ C1(R3,R2) definiert durch

f(x, y, z) =

(
x2 + y2 + z2

(x− 1)2 + y2 + z2

)

mit Jf (x, y, z) = 2

(
x y z

x− 1 y z

)

.

Es ist Rang Jf (x, y, z) = 2 genau dann, wenn y 6= 0 oder z 6= 0, d. h. {(x, 0, 0)T | x ∈R} ⊂ R3 ist Menge der kritischen Punkte von f . Damit ist

{(
x2

(x− 1)2

) ∣
∣
∣
∣
x ∈ R}

die Menge der kritischen Werte von f . Seien nun a, b ≥ 0. Geometrisch ist f−1((a, b)T)
der Schnitt der Kugeloberfläche (auch Sphäre genannt) mit Radius

√
a um 0 mit der

Sphäre mit Radius
√
b um (1, 0, 0)T. Der Wert (a, b)T ist genau dann kritisch, wenn√

a +
√
b = 1 oder |√a − √

b| = 1, d. h. wenn sich die beiden Sphären in einem Punkt
berühren.
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§ 14 Extremwertbestimmung unter Nebenbedingungen
und Untermannigfaltigkeiten

14.1 Bemerkung
Seien V ⊂ Rn offen und f ∈ C1(V ). Oft interessiert man sich für die Extremwerte von f |M ,
wobei M eine gegebene Teilmenge von V ist. Man sucht also Extrema x von f unter der
Nebenbedingung x ∈M . Ein konkretes Beispiel ist

V = R3 , M :=

{

(x, y, z)T ∈ R3

∣
∣
∣
∣
x2 +

(y

2

)2
+
(z

3

)2
= 1

}

(Ellipsoid) .

Sei nun q = (0, 0, 1)T. Da M abgeschlossen ist, existiert nach einer Übungsaufgabe ein Punkt
p ∈M , der den Abstand zu q minimiert, d. h. |p− q|2 = dist(q,M). Wie berechnet man einen
solchen Punkt p?

p ist ein globales Minimum von f |M , wobei f ∈ C1(V ) gegeben ist durch f(v) = |v − q|22.
Offensichtlich kann p kein kritischer Punkt von f sein, denn der einzige kritische Punkt von
f ist q. Welche Bedingung erfüllt ∇f(p) dann?

14.2 Definition (Tangentialvektor)
Seien M ∈ Rn eine Menge und p ∈M . Ein Vektor v ∈ Rn heißt ein Tangentialvektor von M
in p, falls es ein ε > 0 und eine in 0 ∈ R differenzierbare Kurve γ : (−ε, ε) → Rn gibt mit

γ(t) ∈M für t ∈ (−ε, ε) , γ(0) = p und γ′(0) = v .

14.3 Satz
Seien V ⊂ Rn offen, f ∈ C1(V ), M ⊂ V eine Menge und p ∈ M ein lokales Extremum von
f |M . Dann gilt

〈
∇f(p), v

〉
= 0

für alle Tangentialvektoren v von M in p.

14.4 Definition und Bemerkung
Seien V ⊂ Rn offen, f ∈ C1(V ) und M ⊂ V . Wir nennen p ∈ M einen kritischen Punkt
von f |M , falls 〈∇f(p), v〉 = 0 für alle Tangentialvektoren v von M in p. Nach Satz 14.3 ist
jedes lokale Extremum p von f |M ein kritischer Punkt von f |M . Je „komplizierter“ M in der
Nähe von p „aussieht“, desto schwieriger ist es, die Menge aller Tangentialvektoren von M zu
bestimmen. Im Folgenden betrachten wir eine Klasse von Mengen, wo dies einfach ist.

14.5 Definition (Untermannigfaltigkeit)
Seien 0 < k ≤ n und M ⊂ Rn. M heißt eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn,
falls es zu jedem Punkt p ∈M offene Teilmengen U ⊂ Rk und V ⊂ Rn und ein ψ ∈ C1(U,Rm)
gibt mit:

(a) p ∈ V .

(b) ψ bildet U bijektiv auf M ∩ V ab.

(c) ψ−1 : M ∩ V → U ist stetig.

(d) dψ(x) ∈ L(Rk,Rn) ist injektiv für alle x ∈ U .
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Erfüllt ψ die Bedingungen (a)–(d), so nennt man ψ : U → M ∩ V (oder genauer das Tripel
(U, V, ψ)) eine lokale Parametrisierung von M um p. Fazit: „k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeiten sehen lokal so aus wie offene Teilmengen des Rk.“

14.6 Beispiel
Seien 0 < k ≤ n− 1, U ⊂ Rk offen und f ∈ C1(U,Rn−k). Dann ist

M := Graph f =
{
(x, f(x))

∣
∣ x ∈ U

}

eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn.

14.7 Satz (vom regulären Wert)
Seien D ⊂ Rn, f ∈ C1(D,Rm) mit m < n und w ∈ Rm ein regulärer Wert von f . Dann ist
M := f−1(w) eine (n−m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn.

14.8 Beispiel (stereographische Projektion)
Seien f : Rn → R definiert durch f(x) = |x|22 und S := f−1(1) = {x ∈ Rn | |x|2 = 1}. Da
∇f(x) = 2x 6= 0 für alle x ∈ S ist 1 ein regulärer Wert von f . Somit folgt mit Satz 14.7, dass
S eine (n− 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Es gibt viele Möglichkeiten, S lokal zu
parametrisieren, z. B. durch die stereographische Projektion:

Seien U = Rn−1 und V± = Rn \ {±en}. Dann ist S = (S ∩ V+)∪ (S ∩ V−). Definiere dann
ψ± : U → Rn durch

ψ±(x) =
1

1 + |x|22

(
2x

±(|x|22 − 1)

)

.

Dann gilt:

• Ist p ∈ S \ {en}, so ist (U, V+, ψ+) eine lokale Parametrisierung um p.

• Ist p ∈ S \ {−en}, so ist (U, V−, ψ−) eine lokale Parametrisierung um p.

14.9 Definition und Satz
Sei B ⊂ Rn eine Menge. Wir setzen:

(a) Die lineare Hülle von B ist

spanB :=
⋂

V≤Rn mit B⊂V

V .

(b) Das orthogonale Komplement von B ist

B⊥ :=
{
v ∈ Rn

∣
∣ 〈v, b〉 = 0 ∀ b ∈ B

}
.

Dann gilt: B⊥ ist ein Untervektorraum von Rn mit Rn = spanB⊕B⊥ und (B⊥)⊥ = spanB.

14.10 Definition (Tangential- und Normalraum)
Seien M ⊂ Rn eine Untermannigfaltigkeit und p ∈M . Dann setzen wir:

(a) Der Tangentialraum von M in p ist

TpM := {v ∈ Rn | v Tangentialvektor von M in p} .
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(b) Der Normalraum von M in p ist

NpM := (TpM)⊥ .

14.11 Satz
Seien M ⊂ Rn eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, p ∈M , U ⊂ Rk und V ⊂ Rn offen,
ψ : U →M ∩ V eine lokale Parametrisierung von M um p und x0 := ψ−1(p). Dann ist

TpM = Bild dψ(x0) .

Insbesondere ist TpM ein k-dimensionaler Unterraum des Rn, da dψ(x0) ∈ L(Rk,Rn) injektiv
ist.

14.12 Bemerkung
Seien V ⊂ Rn offen, f ∈ C1(V ) und M ⊂ V eine Untermannigfaltigkeit des Rn. Dann gilt für
alle p ∈M

p ist kritischer Punkt von f |M ⇐⇒ ∇f(p) ∈ NpM .

Dies folgt aus Definition 14.4 und der Definition von NpM .

14.13 Satz
Seien V ⊂ Rn offen, g ∈ C1(V,Rm) mit m < n und M := g−1(c) für einen regulären Wert
c ∈ g(V ). Dann gilt für alle p ∈M :

(a) TpM = Kerndg(p).

(b) NpM = span{∇g1(p), . . . ,∇gm(p)}.
14.14 Korollar (Lagrange-Multiplikatoren)
Seien V ⊂ Rn offen, f ∈ C1(V ), g ∈ C1(V,Rm) mit m < n und M := g−1(c) für einen
regulären Wert c ∈ g(V ) von g. Dann gilt für alle p ∈M

p ist kritischer Punkt von f |M
⇐⇒ ∃λ1, . . . , λm ∈ R mit ∇f(p) = λ1∇g1(p) + . . .+ λm∇gm(p) .

Dies trifft insbesondere zu, wenn p ein lokales Extremum von f |M ist. Die Zahlen λ1, . . . , λm
heißen Lagrange-Multiplikatoren.

14.15 Beispiel
Seien q = (0, 0, 1)T ∈ R3 und f, g ∈ C1(R3) gegeben durch

f(x, y, z) =

∣
∣
∣
∣
∣





x
y
z



− q

∣
∣
∣
∣
∣

2

2

= x2 + y2 + (z − 1)2 , g(x, y, z) = x2 +
(y

2

)2
+
(z

3

)2

sowie M := g−1(1). Wegen ∇g(x, y, z) = (2x, y/2, 2z/9)T 6= 0 für (x, y, z)T 6= 0, also für
(x, y, z)T ∈M , ist 1 ein regulärer Wert von g. Da M abgeschlossen ist, existiert nach Übungs-
aufgabe 19 ein p = (x, y, z)T ∈ M mit |p − q|2 = dist(q,M), d. h. p ist ein globales Minimum
von f |M . Nach Korollar 14.14 existiert ein λ ∈ R mit ∇f(p) = λ∇g(p), d. h.





2x
2y

2(z − 1)



 = λ








2x
y

2
2z

9








⇐⇒







I : (1− λ)x = 0

II : (4− λ)y = 0

III : (9− λ)z = 9

.

Wir unterscheiden drei Fälle:
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(a) Sei x 6= 0. Dann folgt λ = 1 aus I und damit y = 0 aus II und z = 9/8 aus III.
Wegen 1 = g(x, y, z) = x2 + (3/8)2 folgt weiter x2 = 1 − (3/8)2 und damit f(x, y, z) =
1− (3/8)2 + (1/8)2 = 7/8.

(b) Sei y 6= 0. Dann folgt λ = 4 aus I und damit x = 0 aus II und z = 9/5 aus III.
Wegen 1 = g(x, y, z) = (y/2)2 + (3/5)2 folgt weiter y2 = 4(1 − (3/5)2) und damit
f(x, y, z) = 4(1− (3/5)2) + (4/5)2 = 16/5.

(c) Seien x = y = 0. Wegen 1 = g(x, y, z) = (z/3)2 folgt z = ±3 und damit f(x, y, z) =
(z − 1)2 = 4 oder f(x, y, z) = −16.

Da p das globale Minimum von f |M ist, kommt nur Fall (a) in Frage. Wir erhalten also
dist(q,M) =

√

f(p) =
√

7/8.

14.16 Satz
Seien T ∈ Rn×n symmetrisch und f ∈ C1(Rn) definiert durch f(x) = 〈Tx, x〉. Sei ferner
S := {x ∈ Rn | |x|2 = 1}. Dann gilt für x ∈ S

x ist kritischer Punkt von f |S ⇐⇒ x ist Eigenvektor von T .

Gilt dies, so ist f(x) der zugehörige Eigenwert.

14.17 Korollar
Seien L ∈ Rn×n und

‖L‖ := sup
x∈Rn\{0}

|Lx|2
|x|2

= max
|x|2=1

|Lx|2

die Operatornorm der zugehörigen linearen Abbildung bezüglich | · |2. Sei ferner λ der größte
Eigenwert von LTL ∈ Rn×n. Dann gilt ‖L‖ =

√
λ.
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Kapitel 3

Das Lebesgue-Integral

Unsere Ziele sind:

(a) Definiere ein Volumen für eine möglichst große Klasse von Teilmengen des Rn.

(b) Definiere ein Integral für eine möglichst große Klasse von Funktionen f : A→ R, wobei
A ⊂ Rn. Selbst im Fall n = 1 wird das hier konstruierte Integral bessere Eigenschaften
haben als das Riemann-Integral aus der EHM. Zum Beispiel können wir der (nicht
Riemann-integrierbaren) Dirichletfunktion f : [0, 1] → R mit

f(x) =

{

1 falls x ∈ Q ,

0 falls x /∈ Q
einen Integralwert zuordnen.

§ 15 Halboffene Quader und ihre Zerlegungen

15.1 Definition (Quader)
Für a, b ∈ Rn schreiben wir

(a, b] := (a1, b1]× . . .× (an, bn] ⊂ Rn

und nennen I := (a, b] einen (halboffenen) Quader mit Eckpunkten a und b. Beachte: Es ist
I = ∅, falls bi ≤ ai für ein i = 1, . . . , n.

Die Zahl

|I| :=
{

(b1 − a1) · · · (bn − an) falls I 6= ∅ ,
0 falls I = ∅

heißt Volumen des Quaders I. Die Menge aller halboffenen Quader im Rn bezeichnen wir mit
Qn.

15.2 Satz
Seien I, J ∈ Qn. Dann gilt:

(a) I ∩ J ∈ Qn.

(b) Es gibt endlich viele Quader I1, . . . , Ik ∈ Qn mit I \ J =
⋃n

i=1 Ii und Ii ∩ Ij = ∅ für
i 6= j.
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15.3 Korollar
Seien I, I1, . . . , Ik ∈ Qn. Dann existieren endlich viele J1, . . . , Jℓ ∈ Qn mit

I \ (I1 ∪ . . . ∪ Ik) = J1 ∪ . . . ∪ Jℓ

und Ji ∩ Jj = ∅ für i 6= j.

15.4 Satz
Seien Ik ∈ Qn für k ∈ N derart, dass Jk ∩ Iℓ = ∅ für k 6= ℓ und I :=

⋃∞
k=1 Ik ∈ Qn gilt, so

folgt

|I| =
∞∑

k=1

|Ik| ,

genannt σ-Additivität des Quadervolumens.

15.5 Korollar
Seien I, I1, . . . , Ik ∈ Qn mit Ii ⊂ I für alle i und Ii ∩ Ij = ∅ für i 6= j. Dann gilt

k∑

i=1

|Ii| ≤ |I| .

15.6 Korollar
Seien Ik ∈ Qn für k ∈ N und M =

⋃∞
k=1 Ik. Dann existieren Jk ∈ Qn für k ∈ N mit

(a) M =
⋃∞

k=1 Jk;

(b) Jk ∩ Jℓ = ∅ für k 6= ℓ;

(c)
∑∞

k=1 |Jk| ≤
∑∞

k=1 |Ik|.

15.7 Satz
Jede offene Menge D ⊂ Rn lässt sich als disjunkte Vereinigung abzählbar vieler Quader aus
Qn schreiben.
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§ 16 Das äußere Lebesgue-Maß und Nullmengen

16.1 Definition und Bemerkung
Im Folgenden sei R̄ = R ∪ {∞} ∪ {−∞}.

(a) Für a ∈ R vereinbaren wir

i. a+∞ = ∞;

ii. a−∞ = −∞;

iii. a/∞ = 0;

iv. a · ∞ =







∞ falls a > 0 ,

0 falls a = 0 ,

−∞ falls a < 0 ;

v. a · (−∞) = (−a) · ∞.

(b) Für A ⊂ R̄ setzen wir

i. supA :=

{

∞ falls ∞ ∈ A ,

sup(A ∩R) falls ∞ /∈ A ;

ii. inf A :=

{

−∞ falls −∞ ∈ A ,

inf(A ∩R) falls −∞ /∈ A .

(c) Ist (ak)k ⊂ R̄, so sei

i. lim infk→∞ ak = limk→∞ inf{an | n ≥ k};
ii. lim supk→∞ ak = limk→∞ sup{an | n ≥ k}.

Falls diese übereinstimmen, schreiben wir limk→∞ ak für den gemeinsamen Wert.

(d) Ist (ak)k ⊂ [0,∞] eine Folge, so setzen wir

∞∑

k=1

ak := lim
n→∞

n∑

k=1

ak .

Mit dieser Definition gilt der Doppelreihensatz : Sind aik ∈ [0,∞] für i, k ∈ N, so ist

∞∑

i=1

∞∑

k=1

aik =

∞∑

k=1

∞∑

i=1

aik =

∞∑

i,k=1

aik ,

wobei die letzte Summe auch für eine beliebige Abzählung der Tupel (i, k) ∈ N × N
steht.

16.2 Definition (äußeres Lebesgue-Maß)
Für A ⊂ Rn sei

λ∗(A) := inf

{ ∞∑

k=1

|Ik|
∣
∣
∣
∣
∣
Ik ∈ Qn , A ⊂

∞⋃

k=1

Ik

}

∈ [0,∞]
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das äußere Lebesgue-Maß von A. Beachte: Es ist
{

· · ·
}

6= ∅ wegen Rn =

∞⋃

k=1

(xk, yk]

mit xk = (−k, . . . ,−k) und yk = (k, . . . , k) ∈ Rn.

16.3 Satz
Seien A,B,Ak ⊂ Rn für k ∈ N. Dann gilt:

(a) λ∗(A) ≥ 0.

(b) λ∗(∅) = 0.

(c) λ∗(A) ≤ λ∗(B), falls A ⊂ B.

(d) λ∗(
⋃∞

k=1Ak) ≤
∑∞

k=1 λ
∗(Ak).

16.4 Satz
Für I ∈ Qn gilt

λ∗(I) = |I| .

16.5 Definition (Nullmenge)
Eine Menge A ⊂ Rn heißt Nullmenge, falls

λ∗(A) = 0 .

Dies gilt genau dann, wenn für alle ε > 0 Quader Ik ∈ Q(n) für k ∈ N mit der Eigenschaft
A ⊂ ⋃∞

k=1 Ik und
∑∞

k=1 |Ik| < ε existieren.

16.6 Satz
Seien A,B,Ak ⊂ Rn für k ∈ N. Dann gilt:

(a) Ist A eine Nullmenge und B ⊂ A, dann ist auch B eine Nullmenge.

(b) Sind alle Ak für k ∈ N Nullmengen, dann ist auch
⋃∞

k=1Ak eine Nullmenge.

16.7 Beispiel

(a) Für alle x ∈ Rn ist {x} ⊂ Rn eine Nullmenge.

(b) Jede abzählbare Teilmenge des Rn ist eine Nullmenge nach (a) und Satz 16.6b.

(c) Rn−1 × {x} ⊂ Rn ist eine Nullmenge.

16.8 Satz
A ⊂ Rn ist genau dann Nullmenge, wenn für alle ε > 0 Mengen Ak ⊂ Rn für k ∈ N existieren
mit A ⊂ ⋃∞

k=1Ak und
∑∞

k=1(diamAk)
n < ε.

16.9 Korollar
Seien D ⊂ Rn und f : D → R Lipschitz-stetig. Ist dann A ⊂ D eine Nullmenge, so ist auch
f(A) ⊂ R eine Nullmenge.

50



AMV-SKRIPT § 16. DAS ÄUßERE LEBESGUE-MAß UND NULLMENGEN

16.10 Bemerkung
Ist f : Rn → Rn affin linear, d. h. f(x) = Tx + c mit T ∈ L(Rn) und c ∈ Rn, so ist f
insbesondere Lipschitz-stetig und bildet nach Korollar 16.9 Nullmengen auf Nullmengen ab.
Folglich ist jeder affine Unterraum V ⊂ Rn der Dimension kleiner n eine Nullmenge im Rn,
da Rn−1×{0} eine Nullmenge ist und man T und c so wählen kann, dass V ⊂ f(Rn−1×{0})
gilt.

16.11 Satz
Seien D ⊂ Rn offen und f ∈ C1(D,Rn). Ist dann A ⊂ D eine Nullmenge, so ist auch f(A)
eine Nullmenge.

16.12 Bemerkung

(a) Sind D ⊂ Rk offen, n > k und f ∈ C1(D,Rn−k), so ist

Graph f :=
{
(x, f(x))

∣
∣ x ∈ D

}

eine Nullmenge im Rn. Dies folgt aus Satz 16.11. Setze dazu D̃ := D × Rn−k und
f ∈ C1(D̃,Rn).

(b) Mit Satz 16.11 kann man auch zeigen, dass jede kompakte k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit für k < n eine Nullmenge ist.
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§ 17 Messbarkeit und Lebesgue-Maß

17.1 Bemerkung
Das in Definition 16.2 definierte äußere Lebesgue-Maß ist leider nicht additiv, d. h. es gibt
disjunkte Mengen A,B ⊂ Rn mit

λ∗(A ∪B) < λ∗(A) + λ∗(B) .

Solche „bösen“ Mengen kann man aber nur mit dem Auswahlaxiom konstruieren. Im Folgenden
betrachten wir eine Klasse von Teilmengen des Rn für die stets

λ∗
(
⋃

k∈NAk

)

=
∑

k∈Nλ∗(Ak)

gilt, falls die Ak, k ∈ N, paarweise disjunkt sind.

17.2 Definition (Messbarkeit)
Eine Teilmenge A ⊂ Rn heißt messbar, falls

λ∗(Z) = λ∗(Z ∩A) + λ∗(Z \ A) ∀Z ⊂ Rn

gilt. Die Klasse der messbaren Teilmengen des Rn sei mit M bezeichnet.

17.3 Bemerkung
Für beliebige Teilmengen A,Z ⊂ Rn gilt

λ∗(Z) ≤ λ∗(Z ∩A) + λ∗(Z \A)

(vgl. Satz 16.3d).

17.4 Satz
Sei A ⊂ Rn. Dann gilt:

(a) Ist A eine Nullmenge, so folgt A ∈ M.

(b) Ist A ∈ Qn, so folgt A ∈ M.

17.5 Hauptsatz (σ-Algebra der messbaren Mengen und Lebesgue-Maß)

(a) Das System M der messbaren Teilmengen des Rn bildet eine σ-Algebra, d. h. es gilt:

i. ∅ ∈ M.

ii. Ist A ∈ M, so gilt Rn \ A ∈ M.

iii. Sind Ak ∈ M für k ∈ N, so gilt
⋃∞

k=1Ak ∈ M.

(b) Die Einschränkung λ : M → R ∪ {∞} der für alle Teilmengen des Rn definierten Men-
genfunktion λ∗ ist ein Maß, d. h. es gilt:

i. Es ist λ(A) ≥ 0 für alle A ∈ M.

ii. λ(∅) = 0.
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iii. Sind die Ak, k ∈ N, paarweise disjunkt, so gilt die σ-Additivität

λ

( ∞⋃

k=1

Ak

)

=

∞∑

k=1

λ(Ak) .

λ heißt das (n-dimensionale) Lebesgue-Maß.

17.6 Korollar

(a) Ist A ⊂ Rn offen, so folgt A ∈ M.

(b) Ist A ⊂ Rn abgeschlossen, so folgt A ∈ M.

17.7 Korollar
Seien A,B,Ak ∈ M für k ∈ N. Dann gilt:

(a) A ∩B ∈ M, A \B ∈ M und
⋂

k∈NAk ∈ M.

(b) Ist B ⊂ A mit λ(B) <∞, so folgt λ(A \B) = λ(A)− λ(B).

(c) Gilt Ak ⊂ Ak+1 für alle k ∈ N, so folgt

λ

(
⋃

k∈NAk

)

= lim
k→∞

λ(Ak) .

(d) Gilt λ(A1) <∞ und Ak+1 ⊂ Ak für alle k ∈ N, so folgt

λ

(
⋂

k∈NAk

)

= lim
k→∞

λ(Ak) .

17.8 Definition (Gδ-Menge)
Eine Teilmenge H ⊂ Rn heißt eine Gδ-Menge, falls es offene Mengen Dk ∈ Rn für k ∈ N gibt
mit

H =

∞⋂

k=1

Dk .

17.9 Beispiel

(a) Ist D ⊂ Rn offen, so ist D eine Gδ-Menge.

(b) Ist D ⊂ Rn abgeschlossen, so gilt D =
⋂∞

k=1Dk mit Dk := {x ∈ Rn | dist(x,D) < 1/k}.
Da Dk für alle k ∈ N offen ist, ist D eine Gδ-Menge.

17.10 Satz
Sei H ⊂ Rn eine Gδ-Menge. Dann ist H ∈ M.

17.11 Satz
Sei A ⊂ Rn. Dann sind äquivalent:

(a) A ∈ M.
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(b) Für jedes ε > 0 existiert eine offene Menge D ⊂ Rn mit A ⊂ D und λ∗(D \ A) < ε.

(c) Es existiert eine Gδ-Menge H ⊂ Rn mit A ⊂ H derart, dass H \ A eine Nullmenge ist.

17.12 Bemerkung

(a) Q ⊂ R ist keine Gδ-Menge.

(b) R \Q =
⋂

q∈Q(R \ {q}) ist eine Gδ-Menge.

17.13 Beispiel
Sind a, b ∈ R mit a < b, so ist

λ
(
[a, b]

)
= λ

(
(a, b)

)
= λ

(
(a, b]

)
=
∣
∣(a, b]

∣
∣ = b− a ,

da {a} und {b} Nullmengen sind.
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§ 18 Messbare Funktionen und Elementarfunktionen

18.1 Definition (Messbarkeit)
Seien B ∈ M und f : B → R̄ eine Funktion.

(a) Für c ∈ R̄ definieren wir

{f > c} :=
{
x ∈ B

∣
∣ f(x) > c

}
⊂ B

und analog für „<“, „≥“, „≤“ und „=“. Insbesondere ist

{f = c} = f−1(c) ⊂ B .

(b) f heißt messbar, falls folgende äquivalente Bedingungen gelten:

i. {f > c} ∈ M für alle c ∈ R̄;

ii. {f < c} ∈ M für alle c ∈ R̄;

iii. {f ≥ c} ∈ M für alle c ∈ R̄;

iv. {f ≤ c} ∈ M für alle c ∈ R̄.

18.2 Bemerkung
Seien B ∈ M und f : B → R̄.

(a) Ist f messbar, so ist f−1(c) = {f ≥ c} ∩ {f ≤ c} messbar für alle c ∈ R̄.

(b) Definiert man f̄ : Rn → R̄ durch

f̄(x) =

{

f(x) falls x ∈ B ,

0 falls x /∈ B ,

so gilt
f messbar ⇐⇒ f̄ messbar .

18.3 Satz
Sind B ∈ M und f : B → R̄ stetig, so ist f messbar.

18.4 Satz
Seien B ∈ M, f, g : B → R̄ messbar und λ ∈ R. Dann gilt:

(a) λf : B → R̄ ist messbar.

(b) Ist {f =∞}∩{g=−∞} = ∅ = {f =−∞}∩{g=∞}, so ist f + g : B → R̄ wohldefiniert
und messbar.

18.5 Satz
Seien B ∈ M und fk : B → R̄ für k ∈ N messbar. Dann gilt:

(a) Die punktweise definierten Funktionen infk fk und supk fk sind messbar. (Dies gilt dann
auch für mink fk und maxk fk bei endlich vielen Funktionen.)

(b) Die punktweise definierten Funktionen lim infk fk und lim supk fk sind messbar.
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18.6 Korollar (Positiv- und Negativteil)
Seien B ∈ M und f : B → R̄ messbar. Dann sind auch

f+ := max{f, 0} , f− := −min{f, 0} , |f | = f+ + f−

messbar.

18.7 Definition (fast überall)
Seien B ⊂ Rn und A eine Aussage über Punkte aus B. Wir sagen: „A gilt fast überall“ (kurz:
f. ü.), wenn es eine Nullmenge N ⊂ B derart gibt, dass A für alle x ∈ B\N gilt. Ist B bekannt,
so sagen wir kurz: „A gilt fast überall“.

18.8 Satz
Seien B ∈ M und f, g : B → R̄. Ist f messbar und f = g f. ü. auf B, so ist auch g messbar.

18.9 Korollar
Seien B ∈ M, fk : B → R̄ für k ∈ N messbar und f : B → R̄ mit fk → f punktweise f. ü. auf
B. Dann ist auch f messbar.

18.10 Definition (Indikator- und Elementarfunktion)

(a) Für A ⊂ Rn heißt 1A : Rn → R mit1A(x) := {1 falls x ∈ A ,

0 falls x /∈ A

die Indikatorfunktion (oder charakteristische Funktion) von A. Beachte, dass

A messbar ⇐⇒ 1A messbar .

(b) Sei B ∈ M. Eine messbare Funktion f : B → R heißt Elementarfunktion, wenn sie nur
endlich viele Werte annimmt. Wir setzen

E(B) := {f : B → R | f Elementarfunktion} .

18.11 Bemerkung
Sind B ∈ M und f ∈ E(B) sowie Ay := f−1(y) ⊂ B für y ∈ f(B), so gilt

f(x) =
∑

y∈f(B)

y1Ay(x) .

18.12 Satz
Seien B ∈ M, f, g, f1, . . . , fm ∈ E(B) und λ ∈ R. Dann gilt:

(a) Es ist λf ∈ E(B) und f + g ∈ E(B). Also ist E(B) ein R-Vektorraum, da auch trivialer-
weise 0 ∈ E(B).

(b) Es ist minmi=1 fi ∈ E(B) und maxmi=1 fi ∈ E(B), jeweils punktweise definiert.

18.13 Satz
Seien B ∈ M und f : B → [0,∞] messbar. Dann existiert eine Folge (fk)k ⊂ E(B) mit

0 ≤ fk(x) ≤ fk+1(x) ∀x ∈ B ∀ k ∈ N
und

lim
k→∞

fk(x) = f(x) ∀x ∈ B .
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§ 19 Integration nichtnegativer messbarer Funktionen

19.1 Bemerkung
Im Folgenden verwenden wir eine „dimensionsabhängige“ Notation:

(a) Mn sei das System der messbaren Teilmengen des Rn.

(b) λn(A) sei das n-dimensionale Lebesgue-Maß einer Menge A ∈ Mn.

19.2 Satz (Produktsatz)
Seien k,m ∈ N und n = k +m. Seien ferner A ⊂ Rk und B ⊂ Rm. Dann gilt:

(a) Sind A ∈ Qk und B ∈ Qm, dann ist A×B ∈ Qn.

(b) Sind A ⊂ Rk und B ⊂ Rm beide offen, so ist A×B ⊂ Rn offen.

(c) Sind A und B Gδ-Mengen, so ist A×B eine Gδ-Menge.

(d) Sind A ∈ Mk und B ∈ Mm, so ist A×B ∈ Mn, und es gilt

λn(A×B) = λk(A)λm(B) .

19.3 Definition (Subgraph)
Für f : Rn → [0,∞] sei

U(f) :=
{
(x, y) ∈ Rn ×R ∣∣ 0 < y < f(x)

}

der Subgraph von f .

19.4 Satz
Sei f : Rn → [0,∞].

(a) Ist f messbar, so ist U(f) ∈ Mn+1.

(b) Sind die fk : Rn → [0,∞] für k ∈ N messbar mit fk ≤ fk+1 für alle k ∈ N und
limk→∞ fk = f punktweise f. ü., so ist f messbar, und es gilt

λn+1
(
U(f)

)
= lim

k→∞
λn+1

(
U(fk)

)
.

(c) Ist f ∈ E(Rn), so gilt

λn+1
(
U(f)

)
=

∑

y∈f(Rn)

y λn
(
f−1(y)

)
.

19.5 Definition (Integral)
Sei f : Rn → [0,∞] messbar. Dann definiere

∫

f := λn+1
(
U(f)

)
.
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19.6 Satz
Seien fk : Rn → [0,∞] für k ∈ Nmessbar. Gilt fk ≤ fk+1 für alle k ∈ N und ist f := limk→∞ fk
(f. ü. reicht), so gilt die monotone Konvergenz

∫

f = lim
k→∞

∫

fk .

19.7 Satz
Seien f, g : Rn → [0,∞] messbar und α > 0. Dann gilt:

(a) Ist f ≤ g f. ü., so folgt
∫
f ≤

∫
g.

(b) Ist f = g f. ü., so folgt
∫
f =

∫
g.

(c)
∫
αf = α

∫
f .

(d)
∫
(f + g) =

∫
f +

∫
g.

(e) Ist
∫
f = 0, so ist f = 0 f. ü. auf Rn.

(f) Ist
∫
f <∞, so ist f <∞ f. ü. auf Rn.

19.8 Satz (von Beppo Levi)
Seien fk : Rn → [0,∞] für k ∈ N messbar.

(a) Für f =
∑∞

k=1 fk gilt der Satz von Beppo Levi

∫

f =

∞∑

k=1

∫

fk .

(b) Ist
∫
f1 < ∞ und fk+1 ≤ fk für alle k ∈ N, so gilt für f = limk→∞ fk die monotone

Konvergenz ∫

f = lim
k→∞

∫

fk .

19.9 Definition und Bemerkung
Seien B ∈ Mn und f : B → [0,∞] messbar. Sei ferner f̄ die triviale Fortsetzung von f auf Rn

wie in Bemerkung 18.2b. Wir setzen
∫

B
f :=

∫

f̄ .

Die Sätze 19.4 und 19.6–19.8 lassen sich auf Integrale über B übertragen. Beachte insbeson-
dere:

(a)
∫

B f = λn+1(U(f̄)).

(b) Ist
∫

B f = 0, so folgt f̄ = 0 f. ü. auf Rn und damit f = 0 f. ü. auf B.

19.10 Satz
Seien a, b ∈ R mit a < b und f : [a, b] → [0,∞) Riemann-integrierbar. Dann ist f messbar,
und es gilt

∫

[a,b]
f =

∫ b

a
f(t) dt .
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19.11 Bemerkung
Ist B ∈ Mn und f : B → [0,∞] messbar, so schreiben wir anstelle von

∫

B f nun auch
∫

B
f(x) dx =

∫

B
f(x) d(x1, . . . , xn)

oder kurz
∫

B f dx.

19.12 Definition und Bemerkung
Sei Rn = Rk ×Rm mit k,m ∈ N und n = k +m. Für A ⊂ Rn und x ∈ Rk sei

Ax :=
{
y ∈ Rm

∣
∣ (x, y) ∈ A

}

der x-Schnitt von A. Für alle x ∈ Rk gilt:

(a) Ist A offen, so ist Ax offen.

(b) Ist A eine Gδ-Menge, so ist Ax eine Gδ-Menge.

19.13 Satz (Cavalierisches Prinzip)
Sei A ⊂ Rn = Rk ×Rm messbar. Dann gilt das Cavalierische Prinzip:

(a) Es ist Ax ∈ Mm für fast alle x ∈ Rk, d. h. bis auf eine Nullmenge.

(b) Die Funktion f : Rk → [0,∞] mit f(x) = λ∗(Ax) ist messbar.

(c) Es gilt λ(A) =
∫Rk f =

∫Rk λ
∗(Ax) dx.

19.14 Satz (von Fubini, erste Version)
Seien f : Rn → [0,∞] messbar, Rn = Rk ×Rm und fx : Rm → [0,∞] mit fx(y) = f(x, y) für
x ∈ Rk. Dann gilt:

(a) Für fast alle x ∈ Rk ist fx messbar.

(b) Die f. ü. definierte Funktion Rk → [0,∞] mit

x 7→
∫Rm

fx =

∫Rm

f(x, y) dy

ist messbar, und es gilt
∫Rn

f =

∫Rk

(∫Rm

fx

)

dx =

∫Rk

∫Rm

f(x, y) dy dx .

19.15 Beispiel
Sei A = {(x, y, z) | x2 + y2 ≤ 1 , x2 + z2 ≤ 1} ⊂ R3 der Schnitt zweier Vollzylinder. Wir
wollen λ(A) berechnen. Für (x, y) ∈ R2 ist

A(x,y) =
{
z ∈ R ∣∣ (x, y, z) ∈ A

}
=

{[
−
√
1− x2,

√
1− x2

]
falls x2 + y2 ≤ 1 ,

∅ sonst ,

also

f(x, y) := λ1
(
A(x,y)

)
=

{

2
√
1− x2 falls x2 + y2 ≤ 1 ,

0 sonst .
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Integration ergibt

∫

f(x, y) dy =

∫ √
1−x2

−
√
1−x2

2
√

1− x2 dy = 4(1 − x2) falls |x| ≤ 1

und
∫
f(x, y) dy = 0 für |x| > 1. Mit Cavalieri und Fubini folgt dann

λ3(A) =

∫R2

λ1
(
A(x,y)

)
d(x, y) =

∫R ∫R f(x, y) dy dx =

∫ 1

−1
4(1− x2) dx =

16

3
.

19.16 Bemerkung

(a) Sei f : Rn → [0,∞] messbar. Die (n − 1)-malige Anwendung von Satz 19.14 (Fubini)
liefert ∫Rn

f =

∫R · · ·
∫R f(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn .

Ist π ∈ Sn eine Permutation, so gilt auch
∫Rn

f =

∫R · · ·
∫R f(x1, . . . , xn) dxπ(n) · · · dxπ(1) .

Es kommt also nicht auf die Integrationsreihenfolge an.

(b) Ähnlich gilt das Cavalierische Prinzip nicht nur für „x-Schnitte“, sondern auch für belie-
bige Schnitte parallel zu den Koordinatenachsen, z. B. für A ∈ M2 ist

λ(A) =

∫R λ(Ax) dx =

∫R λ(Ay) dy .

19.17 Beispiel
Seien B = {(x, y) | 1 ≤ y ≤ 2 , 1 ≤ x ≤ y} ⊂ R2 und f : B → [0,∞] mit f(x, y) = y2/x2. Es
gilt B ∈ M2, da B abgeschlossen ist, und f ist messbar, da f stetig ist. Es folgt

∫

B
f =

∫R2

f̄ =

∫R ∫R f̄(x, y) dxdy =

∫ 2

1

∫ y

1

y2

x2
dxdy =

∫ 2

1
−y

2

x

∣
∣
∣
∣

x=y

x=1

dy

=

∫ 2

1
(y2 − y) dy =

(
y3

3
− y2

2

)∣
∣
∣
∣

x=2

x=1

=
7

3
− 3

2
=

5

6
.

19.18 Bemerkung
Sei f : [0, 1] → [0,∞] die Dirichletfunktion. Da Q ⊂ R eine Nullmenge ist, ist f = 0 f. ü. auf
[0, 1], also ist f messbar und

∫

[0,1] f = 0 nach Satz 19.7b. Allerdings ist f nicht Riemann-in-
tegrierbar.
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§ 20 Integrierbare Funktionen

Im Folgenden sei B ⊂ Rn stets messbar.

20.1 Definition (Integrierbarkeit)

(a) Eine messbare Funktion f : B → R̄ heißt (Lebesgue-)integrierbar, falls
∫

B |f | < ∞. Wir
setzen

L1(B) := {f : B → R̄ | f integrierbar} .

(b) Für f ∈ L1(B) sei
∫

B
f =

∫

B
f+ −

∫

B
f− ∈ R

das Lebesgue-Integral von f über B.

20.2 Bemerkung

(a) Ist f nichtnegativ, so stimmt Definition 20.1b von
∫

B mit den Definitionen 19.5 und 19.9
überein.

(b) Ist f ∈ L1(B), so folgt |f | ∈ L1(B), f+ ∈ L1(B) und f− ∈ L1(B).

(c) Ist g ∈ L1(B) mit f = g f. ü. auf B, so folgt f ∈ L1(B) und
∫

B f =
∫

B g.

(d) Ist g ∈ L1(B) und f : B → R̄ messbar mit |f | ≤ g f. ü. auf B, so ist auch f ∈ L1(B)
(Majorantenkriterium).

(e) Wir schreiben anstelle von
∫

B f auch
∫

B f(x) dx bzw.
∫

B f(x) d(x1, . . . , xn).

20.3 Satz
Seien f, g ∈ L1(B) und α ∈ R. Dann gilt:

(a) Ist f ≤ g f. ü. auf B, so folgt
∫

B f ≤
∫

B g.

(b) Ist f = g f. ü. auf B, so folgt
∫

B f =
∫

B g.

(c) αf ∈ L1(B) mit
∫

B αf = α
∫

B f .

(d) Die Funktion f + g ist f. ü. auf B wohldefiniert, und es gilt
∫

B(f + g) =
∫

B f +
∫

B g.

(e) |
∫

B f | ≤
∫

B |f |.

(f) Ist
∫

B |f | = 0, so folgt f = 0 f. ü.

20.4 Satz (von Fubini, zweite Version)
Sei f ∈ L1(Rn) mit Rn = Rk ×Rm. Dann ist für fast alle x ∈ Rk die Funktion Rm → R mit
y 7→ f(x, y) integrierbar, und es gilt

∫Rn

f =

∫Rk

∫Rm

f(x, y) dy dx .
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20.5 Satz (von Tonelli)

(a) Ist f ∈ L1(Rn), so gilt
∫Rn

=

∫R · · ·
∫R f(x) dxn · · · dx1 = ∫R · · ·

∫R f(x) dxπ(n) · · · dxπ(1)
für alle Permutationen π ∈ Sn.

(b) Ist f : Rn → R̄ messbar und
∫R · · ·

∫R |f(x)|dxπ(n) · · · dxπ(1) <∞ für eine Permutation
π ∈ Sn, so ist f ∈ L1(Rn) nach Bemerkung 19.16 und (a).

20.6 Beispiel
Sei A ⊂ Rn eine beschränkte messbare Menge mit λ(A) > 0. Dann ist der Schwerpunkt
S(A) = (s1, . . . , sn)

T ∈ Rn definiert durch

si :=
1

λ(A)

∫

A
xi dx .

Ein konkretes Beispiel: Sei A = {(x, y) | x2 − 3 < y < 1} ⊂ R2. Dann folgt wieder mit
Cavalieri und Fubini

λ2(A) =

∫R λ1(Ax) dx =

∫ 2

−2

(
1− (x2 − 3)

)
dx =

∫ 2

−2
(4− x2) dx = 16− 16

3
=

32

3
,

∫

A
xd(x, y) =

∫R2

x1A(x, y) d(x, y) = ∫R x∫R 1A(x, y) dy dx =

∫ 2

−2
x(4− x2) dx = 0 ,

∫

A
y d(x, y) =

∫R2

y1A(x, y) d(x, y) = ∫R y ∫R 1A(x, y) dxdy =

∫ 1

−3
2y
√

y + 3dy

=

∫ 4

0
2(z − 3)

√
z dz =

(
4

5
z5/2 − 4z3/2

)∣
∣
∣
∣

4

0

= −32

5

mit der Substitution z = y + 3. Damit folgt

S(A) =
3

32





0

−32

5



 =





0

−3

5



 .

20.7 Beispiel
Seien B = (0, 1) × (0, 1) ⊂ R2 und f : B → R mit

f(x, y) :=
x− y

(x+ y)3
.

Dann folgt mit den Substitutionen z = x+ y bzw. z = 1 + y

∫ 1

0
f(x, y) dx =

∫ 1+y

y

z − 2y

z3
dz =

(

−1

z
+

y

z2

)∣
∣
∣
∣

z=1+y

z=y

= − 1

1 + y
+

1

y
+

y

(1 + y)2
− 1

y
= − 1

(1 + y)2
,

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y) dxdy =

∫ 1

0
− 1

(1 + y)2
dy = −

∫ 2

1

1

z2
dz =

1

z

∣
∣
∣
∣

2

1

= −1

2
.
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Wegen f(x, y) = −f(y, x) für alle (x, y) ∈ B folgt

∫ 1

0
f(x, y) dy = −

∫ 1

0
f(y, x) dy = −

(

− 1

(1 + x)2

)

=
1

(1 + x)2
,

∫ 2

0

∫ 1

0
f(x, y) dy dx =

∫ 1

0

1

(1 + x)2
dx =

1

2
.

Die Aussage von Satz 20.5a gilt also nicht. Der Grund ist, dass f /∈ L1(B).

20.8 Satz (von der monotonen Konvergenz)
Seien fk ∈ L1(B) für k ∈ N.

(a) Ist fk+1 ≥ fk für alle k ∈ N und supk
∫

B fk <∞, so ist

f := lim
k→∞

fk ∈ L1(B) und
∫

B
f = lim

k→∞

∫

B
fk .

(b) Ist fk+1 ≤ fk für alle k ∈ N und infk
∫

B fk > −∞, so ist

f := lim
k→∞

fk ∈ L1(B) und
∫

B
f = lim

k→∞

∫

B
fk .

20.9 Satz (Lemma von Fatou)
Seien fk ∈ L1(B) für k ∈ N und g ∈ L1(B).

(a) Ist fk ≥ g für alle k ∈ N und supk
∫

B fk <∞, so ist

f := lim inf
k→∞

fk ∈ L1(B) und
∫

B
f ≤ lim inf

k→∞

∫

B
fk .

(b) Ist fk ≤ g für alle k ∈ N und infk
∫

B fk > −∞, so ist

f := lim sup
k→∞

fk ∈ L1(B) und
∫

B
f ≤ lim sup

k→∞

∫

B
fk .

Als Beispiel seien B = R und fk = 1[k,k+1] ∈ L1(B) für alle k ∈ N gegeben. Dann gilt fk ≥ 0
und

∫

B fk = 1 für alle k ∈ N sowie f = lim infk fk = limk fk = 0. Es folgt
∫

B
f = 0 < 1 = lim inf

k→∞

∫

B
fk .

20.10 Satz (von Lebesgue über die majorisierte Konvergenz)
Seien fk ∈ L1(B) für k ∈ N und g ∈ L1(B) mit |fk| ≤ g für alle k ∈ N, d. h. die Folge (fk)k
wird durch g majorisiert. Ferner möge der punktweise Grenzwert f := limk→∞ fk f. ü. auf B
existieren. Dann ist

f ∈ L1(B) und
∫

B
f = lim

k→∞

∫

B
fk ,

insbesondere existiert der Grenzwert der Integrale.

20.11 Satz (Stetigkeit parameterabhängiger Integrale)
Seien X ein metrischer Raum und f : X×B → R̄ eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
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(a) f(x, ·) : B → R̄ ist messbar für alle x ∈ X.

(b) f(·, y) : X → R̄ ist stetig für fast alle y ∈ B.

(c) Es existiert ein g ∈ L1(B) derart, dass
∣
∣f(x, ·)

∣
∣ ≤ g f. ü. auf B

für alle x ∈ X.

Dann ist die Funktion h : X → R mit

h(x) =

∫

B
f(x, y) dy

stetig.

20.12 Satz (Differenzierbarkeit parameterabhängiger Integrale)
Seien X ⊂ Rk offen und f : X ×B → R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(a) f(·, y) : X → R ist (endlich und) stetig differenzierbar für fast alle y ∈ B.

(b) Sowohl f als auch die Funktionen

∂f

∂xj
: X ×B → R für j = 1, . . . , k

erfüllen die Bedingungen (a) und (c) aus Satz 20.11.

Dann ist die Funktion h : X → R mit

h(x) =

∫

B
f(x, y) dy

stetig differenzierbar, und für alle j = 1, . . . , k gilt

∂jh(x) =

∫

B

∂f

∂xj
(x, y) dy ∀x ∈ X .

20.13 Satz
Seien a, b ∈ R̄ mit a < b.

(a) Sind a, b ∈ R und ist f : [a, b] → R Riemann-integrierbar, so ist

f ∈ L1
(
[a, b]

)
mit

∫

[a,b]
f =

∫ b

a
f(t) dt .

(b) Ist f : (a, b) → R stetig und existiert das uneigentliche Riemann-Integral

∫ b

a

∣
∣f(t)

∣
∣ dt = lim

r→a, s→b

∫ s

r

∣
∣f(t)

∣
∣dt ,

so ist

f ∈ L1
(
(a, b)

)
mit

∫

(a,b)
f =

∫ b

a
f(t) dt .
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20.14 Beispiel (Gammafunktion)
Die Gammafunktion Γ : (0,∞) → (0,∞) ist definiert durch

Γ (z) :=

∫ ∞

0
tz−1et dt .

(Der Definitionsbereich kann auf C \ {0,−1,−2,−3, . . .} erweitert werden.)

(a) Γ ist stetig: Seien dazu 0 < a < b beliebig und f : (a, b) × (0,∞) → R mit f(z, t) =
tz−1e−t, d. h. Γ (z) =

∫

(0,∞) f(z, t) dt für z ∈ (a, b). Ferner sei g : (0,∞) → R definiert
durch

g(t) :=

{

ta−1e−t für t < 1 ,

tb−1e−t für t ≥ 1 .

Dann ist ∫ ∞

0
g(t) dt ≤

∫ 1

0
ta−1 dt+

∫ ∞

1
tb−1e−t dt <∞ ,

d. h. g ∈ L1((0,∞)) nach Satz 20.13, da g ≥ 0. Weiterhin ist |f(z, t)| ≤ g(z) für alle
z ∈ (a, b) und t ∈ (0,∞). Mit Satz 20.11 folgt dann die Stetigkeit von Γ |(a,b) und, da a
und b beliebig waren, die Stetigkeit von Γ .

(b) Γ ist stetig differenzierbar: Seien a, b und f wie in (a). Dann gilt

∂f

∂z
(z, t) = tz−1e−t ln t ∀ z ∈ (a, b) ∀ t ∈ (0,∞) .

Mit g̃ : (0,∞) → R definiert durch

g̃(t) :=

{

ta−1e−t| ln t| für t < 1 ,

tb−1e−t| ln t| für t ≥ 1

gilt |∂f(z, t)/∂z| ≤ g̃(t) für alle z ∈ (a, b) und t ∈ (0,∞). Ähnlich wie in (a) sieht man,
dass g̃ ∈ L1((0,∞)). Dann folgt mit Satz 20.12, dass Γ |(a,b) stetig differenzierbar ist und,
da a und b beliebig waren, dass Γ stetig differenzierbar ist, und es gilt

Γ ′(z) =
∫ ∞

0
tz−1e−t ln t dt .

20.15 Satz (Transformationssatz)
Seien U, V ⊂ Rn offen und ϕ ∈ Diff(U, V ). Sei ferner f : V → R̄ gegeben. Dann gilt

f ∈ L1(V ) ⇐⇒ f ◦ ϕ |det Jϕ| ∈ L1(U) ,

und in diesem Fall ist ∫

V
f(y) dy =

∫

U
f
(
ϕ(x)

)∣
∣det Jϕ(x)

∣
∣ dx . (∗)

20.16 Beispiel und Bemerkung
Seien U , V , ϕ und f wie in Satz 20.15.

(a) (∗) gilt auch, falls f nicht-negativ und messbar ist (also nicht notwendigerweise inte-
grierbar).
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(b) Ist ϕ affin linear, d. h. ϕ(x) = Tx+ c mit T ∈ Gl(n) und c ∈ Rn, so folgt
∫

V
f(y) dy = |detT |

∫

U
f(Tx+ c) dx

mit V = ϕ(U), da |det Jϕ(x)| = |detT |.

(c) Ist K ⊂ U messbar, so auch ϕ(K) ⊂ V , und es gilt

λ
(
ϕ(K)

)
=

∫

K

∣
∣detJϕ(x)

∣
∣ dx .

Dies folgt aus (a) angewandt auf f : V → R mit f(y) = 1ϕ(K)(y). Mit ϕ wie in (b)
erhält man speziell

λ
(
T (K) + c

)
= |detT |λ(K)

für T ∈ Gl(n) und c ∈ Rn, wobei T (K) + c = {Tx+ c | x ∈ K} ⊂ Rn.

Für a, b, c > 0 sei speziell

A =

{



x
y
z





∣
∣
∣
∣
∣

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≤ 1

}

.

Betrachte T ∈ Gl(3) mit T (x, y, z)T = (ax, by, cz)T und detT = abc > 0. Dann ist A =
T (B1(0)), d. h. λ(A) = |detT |λ(B1(0)) = 4πabc/3 nach Übungsaufgabe 51. Anschaulich
ist die Determinante der Verzerrungsfaktor des Volumens.

(d) Sind W = [0, 1]n ⊂ Rn der Einheitswürfel im Rn und T ∈ Gl(n), so ist T (W ) das
von den Vektoren Te1, . . . , T en aufgespannte Parallelotop (Spat). Nach (c) gilt dann
λ(T (W )) = |detT |. Man bezeichnet daher detT als das orientierte Volumen von T (W ).

20.17 Satz (Polarkoordinaten)
Sei f ∈ L1(R2). Dann gilt

∫R2

f =

∫ ∞

0
r

∫ π

−π
f(r cosϕ, r sinϕ) dϕdr .

20.18 Beispiel
Sei die Dichte der Gauß-Funktion f : R→ R definiert durch f(x) = e−x2

. Mit Satz 20.13 kann
man f ∈ L1(R) zeigen. Für den Wert des Integrals sei g : R2 → R mit g(x, y) := f(x)f(y).
Dann ist g ≥ 0, und mit Satz 19.14 folgt
∫R2

g =

∫R ∫R g(x, y) dy dx =

∫R f(x)∫R f(y) dy dx
=

∫R f(y) dy ∫R f(x) dx =

(∫R f)2

<∞ ,

d. h. g ∈ L1(R2). Mit Satz 20.17 folgt weiter
∫R2

g =

∫ ∞

0
r

∫ π

−π
e−(r2 cos2 ϕ+r2 sin2 ϕ) dϕdr =

∫ ∞

0
r

∫ π

−π
e−r2 dϕdr

= 2π

∫ ∞

0
re−r2 dr = −πe−r2

∣
∣
∣

∞

0
= π .

Zusammen ergibt sich
∫R f =

√
π.
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20.19 Satz
Sei f ∈ L1(R3). Dann gilt:

(a) Mit Zylinderkoordinaten folgt

∫R3

f =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
r

∫ π

−π
f(r cosϕ, r sinϕ, z) dϕdr dz .

(b) Mit Kugelkoordinaten folgt

∫R3

f =

∫ ∞

0
r2
∫ π

−π

∫ π

0
f
(
P3(r, ϕ, ϑ)

)
sinϑ dϑ dϕdr ,

wobei P3 : (0,∞) × (−π, π)× (0, π) → R3 definiert ist durch

P3(r, ϕ, ϑ) = (r cosϕ sinϑ, r sinϕ sinϑ, r cos ϑ) .

20.20 Beispiel
Sei B+ = {(x, y, z)T ∈ B1(0) | z ≥ 0} die obere Halbkugel. Mit Übungsaufgabe 51 sieht man
leicht, dass λ(B+) = 2π/3. Wir suchen den Schwerpunkt S(B+) = (sx, sy, sz) von B+, vgl.
Beispiel 20.6. Aus Symmetriegründen gilt sx = sy = 0, und für sz erhalten wir mit Satz 20.19b

λ(B+)sz =

∫R3

z1B+(x, y, z) d(x, y, z)

=

∫ ∞

0
r2
∫ π

−π

∫ π

0
r cos ϑ1P−1

3 (B+)(r, ϕ, ϑ) sin ϑ dϑ dϕdr ,

wobei P−1
3 (B+) = (0, 1) × (−π, π)× (0, π/2), so dass

λ(B+)sz =

∫ 1

0
r3
∫ π

−π

∫ π/2

0

1

2
sin 2ϑ dϑ dϕdr =

∫ 1

0
r3
∫ π

−π
−1

4
cos 2ϑ

∣
∣
∣

ϑ=π/2

ϑ=0
dϕdr

=
1

4
r4
∣
∣
∣

r=1

r=0
2π

1

2
=
π

4
=⇒ sz =

3

8
.

Damit erhalten wir S(B+) = (0, 0, 3/8).

20.21 Definition und Bemerkung (L1(B))
Man definiert eine Seminorm für Funktionen f ∈ L1(B) durch

‖f‖L1(B) :=

∫

B
|f | .

Für f, g ∈ L1(B) und α ∈ R prüft man folgende Eigenschaften leicht nach:

(a) ‖αf‖L1(B) = |α| ‖f‖L1(B).

(b) ‖f‖L1(B) ≥ 0 sowie ‖f‖L1(B) = 0 genau dann, wenn f = 0 f. ü. auf B.

(c) ‖f + g‖L1(B) ≤ ‖f‖L1(B) + ‖g‖L1(B).
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Beachte: Da aus ‖f‖L1(B) = 0 nicht f = 0 (auf ganz B) folgt, ist ‖ · ‖L1(B) keine Norm.
Einen normierten R-Vektorraum erhält man aber wie folgt: Sei die Äquivalenzrelation ∼

auf L1(B) definiert durch

f ∼ g ⇐⇒ f = g f. ü. auf B .

Sei ferner L1(B) die Menge der zugehörigen Äquivalenzklassen, d. h.

L1(B) :=
{
[f ]
∣
∣ f ∈ L1(B)

}
,

wobei [f ] also die Menge der Funktionen aus L1(B) bezeichne, die mit f fast überall auf B
übereinstimmen. L1(B) wird durch die Definitionen

α[f ] := [αf ] , [f ] + [g] := [f + g]

für f, g ∈ L1(B) und α ∈ R zu einem R-Vektorraum, und durch

‖[f ]‖L1(B) := ‖f‖L1(B)

wird eine Norm auf L1(B) erklärt. Die Wohldefiniertheit kann man jeweils leicht nachprüfen.
Aus Bequemlichkeitsgründen schreibt man üblicherweise f ∈ L1(B), d. h. man lässt die

eckigen Klammern weg. Somit steht f also sowohl für eine Funktion als auch für die von
dieser Funktion erzeugte Äquivalenzklasse. Schlampig (aber eingängig) formuliert steht f also
für eine nur bis auf Nullmengen eindeutig definierte Funktion. Wir schließen uns im Folgenden
dieser Bezeichnungweise an.

20.22 Satz (Vollständigkeit von L1(B))
Seien fk ∈ L1(B) für k ∈ N. Dann gilt:

(a) Existiert ein f ∈ L1(B) mit

‖f − fk‖L1(B) → 0 für k → ∞ ,

d. h. die Folge (fk)k konvergiert gegen f bezüglich ‖ · ‖L1(B), so existiert eine Teilfolge
(fkj)j , die punktweise fast überall auf B gegen f konvergiert.

(b) Ist (fk)k eine Cauchyfolge bezüglich ‖ · ‖L1(B), so konvergiert (fk)k, d. h. es existiert ein
f ∈ L1(B) derart, dass (∗) gilt. Das bedeutet, dass (L1(B), ‖ · ‖L1(B)) ein Banachraum
ist.

Achtung: Gegenbeispiele zeigen, dass die L1(B)-Konvergenz von (fk)k im Allgemeinen nicht
die punktweise Konvergenz der Gesamtfolge impliziert (auch nicht fast überall).

Abeschließend zwei wichtige Approximationseigenschaften:

20.23 Satz
Sei f ∈ L1(B).

(a) Es existiert eine Folge (fk)k von Elementarfunktionen fk ∈ E(B) für k ∈ N, so dass
‖fk − f‖L1(B) → 0 für k → ∞.

(b) Für offenes B ⊂ Rn sei C∞
0 (B) die Menge der Funktionen g ∈ C∞(B), deren Träger

supp g :=
{
x ∈ B

∣
∣ g(x) 6= 0

}

eine kompakte Teilmenge von B ist. Dann existiert eine Folge von (fk)k von Funktionen
fk ∈ C∞

0 (B) für k ∈ N, so dass ‖fk − f‖L1(B) → 0 für k → ∞.
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