Lineare Algebra flr Ingenieure

Stefan Krause

22. Juli 2010

Inhaltsverzeichnis

| Definitionen und Satze

1 Vektorraume
Gruppe, Korper, Vektorraum, Unterraum, Ring, Algebra

2 Basis und Dimension
Linearkombination, lineare Hulle, Erzeugendensystem, lineare Unabhéngigkeit, Ba-
sis, Steinitz, Dimension

3 Matrizen und lineare Gleichungssysteme
Matrix, Matrizenprodukt, Rang, lineares Gleichungssystem, Kern, Bild, Gaulisches
Eliminationsverfahren, inverse Matrix

4 Lineare Abbildungen
lineare Abbildung, Kern, Bild, injektiv, surjektiv, bijektiv, Koordinate, Matrix einer
linearen Abbildung, Basiswechsel

5 Determinante und Spur
multilineare und alternierende Abbildung, Determinante, Permutation, Entwick-
lungsformel, diagonale, dreieckige Matrix, Determinanten-Multiplikationssatz, Cra-
mersche Regel, Spur, Invarianz

6 Normen und Skalarprodukte
Norm, adjungierte Matrix, Banachraum, Skalarprodukt, Cauchy-Schwarz-Unglei-
chung, Orthogonalitat, Orthonormalbasis, Gram-Schmidt-Verfahren, orthogonales
Komplement, Fourierreihe

7 Polynome
Ringelemente, Einheit, irreduzibel, Polynomring, algebraisch abgeschlossen, Fun-
damentalsatz der Algebra, Integritatsbereich, Ideal, Hauptideal, Minimalpolynom,
Division mit Rest

8 Eigenwerte
Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum, diagonalisierbar, Ahnlichkeitstransformation,
charakteristisches Polynom, Vielfachheit, Cayley-Hamilton, trigonalisierbar

11

15

25

32

39

48

56



INHALTSVERZEICHNIS LINEARE ALGEBRA

9 Spezielle Matrizen
Projektion, symmetrische, hermitesche, orthogonale, unitare, normale Matrix, Spek-
tralsatz, Orthogonalprojektion, Spiegelung, Drehung

10 Analytische Geometrie
a [net Raum, Gerade, Hyperebene, Lage zweier Geraden und Ebenen, Vektorpro-
dukt, Abstéande zwischen Punkten, Geraden und Ebenen, Winkel zwischen Geraden
und Ebenen

11 Kegelschnitte und Quadriken
Kegelschnitt, quadratische Form, Quadrik, Ellipse, Hyperbel, Parabel, Hauptach-
sentransformation, Definitheit, Hauptminoren-Kriterium

Il  Ubungsaufgaben

1 Vektorraume

Il  \erzeichnisse
Theoremverzeichnis

Stichwortverzeichnis

66

75

83

91

91

95

95

100



Teil |
De nitionen und Satze

1 Vektorraume

Definition 1.1 (Verkntpfung)
Seien M 6 ; eine nicht-leere Menge und

M M!I M

eine Abbildung, die zwei Elementen aus M ein drittes zuordnet. Man beachte, dass die Defi-
nition fordert, dass das verknupfte Objekt a bflr alle a;b2 M tatsachlich wieder in M liegt.
Eine solche Abbildung nennen wir eine Verkntpfung auf M.

Definition 1.2 (VerknlUpfungseigenschaften)
Sei  eine Verknupfung auf M.

(@) heiBt assoziativ, falls
(@ b c=a (b ¢ 8a;b;c2 M:
In der Regel lassen wir dann die Klammern weg und schreibena b c.

(b)  heillt kommutativ, falls
a b=b a 8ab2M:

(c) e2 M heiBt neutrales Element beziglich , falls

e a=—a e=za 8a2M:

(d) b2 M heit das Inverse von a2 M bezlglich und e, falls

a b=b a=e:

Seien + und zwei Verknupfungen auf M .

(e) + und heiBen distributiv, falls

a (b+c=a b+ac; (a+h c=a c+bc 8a;b;c2M:

Definition 1.3 (Gruppe)

Seien G 6 ; eine nicht-leere Menge und eine assoziative Verknipfung auf G. Gibt es ein
neutrales Element e 2 G und zu jedem a 2 G ein Inverses, so heilt (G; ;e) (oder kirzer G)
eine Gruppe. Ist zusatzlich kommutativ, so hei8t (G; ;e) eine abelsche Gruppe.

Beispiel 1.4 (Gruppen)

(a) Die ganzen Zahlen, rationalen Zahlen, reellen Zahlen bzw. komplexen Zahlen bilden
bezlglich der Addition und mit dem neutralen Element 0 eine abelsche Gruppe, namlich
(Z;+30), (Q; +;0), (R;+;0) bzw. (C;+;0).
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(b) Die Menge nZ = fnz j z 2 Zgder durch n 2 N teilbaren ganzen Zahlen ist eine abelsche
Gruppe bezuglich Addition und mit neutralem Element 0, also (nZ; +; 0).

(c) Die Menge INg der natirlichen Zahlen mit 0 besitzt ein neutrales Element der Addition
(néamlich die 0), aber keine additiven Inversen fur alle Zahlen ungleich 0.

(d) Die rationalen Zahlen, reellen Zahlen bzw. komplexen Zahlen, jeweils ohne die 0, bilden
beziglich der Multiplikation und mit dem neutralen Element 1 eine abelsche Gruppe,
namlich (Q nf0g; ;1), (RnfO0g; ;1) bzw. (C nfO0g; ;1).

(e) Die ganzen Zahlen ohne die 0 bilden bezliglich der Multiplikation keine Gruppe, weil
alle ganzen Zahlen auBer 1 keine multiplikativen Inversen haben.

(f) (f 1g; ;1) mit der gewdhnlichen Multiplikation auf Z ist eine abelsche Gruppe.

(g9) Wirsetzen =e2W/3=( 1+ P 3)=2mit 2= =e 2B =( 1 P 3)=2und 3=1
und definieren die sechs Funktionen f1;:::;fg: C! C durch

f12)=z; fa2)=2z; f3(2)= z; fa@= z; fs(z2)= %z; fe(2)= ?%z:

Bezlglich der Verkettung ergibt sich nach etwas langlicher Rechnung die folgende
Verknupfungstafel

Beispielsweise liest man aus der Tafel f, f4 = f5 ab. Somit ist eine Verknipfung

Element (die Identitat auf C). Ferner hat jedes f ein Inverses, z. B. ist nach der Tafel
f3 das Inverse von f5. Damit ist (G; ;f1) eine Gruppe, und sie ist nicht abelsch, weil
fo f36fz fo.

Definition 1.5 (Korper)
Sei K eine Menge mit zwei Verkntpfungen + und , und es gelte:

(@) (K; +;0) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
(b) (K nf0Og; ;1) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.
(¢) + und sind distributiv.

Dann nennen wir (K; +; ;0; 1) (oder kirzer K) einen Korper. Wir nennen + die Addition auf
K und die Multiplikation auf K .

Beispiel 1.6 (Korper)

(a) Die rationalen Zahlen, reellen Zahlen bzw. komplexen Zahlen bilden beztglich der Ad-
dition und Multiplikation mit neutralen Elementen 0 und 1 einen Korper, namlich
(Qi+;;0,1), (R;+; ;0;1) bzw. (C;+; ;0;1).
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(b) Die ganzen Zahlen bilden keinen Koérper, weil von Z nf0g nur 1 ein multiplikatives
Inverses besitzen.

(c) Die Menge I, = f0;1g wird mit der durch die Verknupfungstafeln

+ (0 1 01
00 1 und 0|0 O
1|1 0 110 1

gegebenen Addition und Multiplikation zu einem Kdérper, dem sognannten Korper mit
zwei Elementen. Man beachte, dass hier tatsachlich 1 +1 = 0 gilt. Interpretiert man 0
als logisch falsch und 1 als logisch wahr, dann entspricht + dem logischen XOR und

dem logischen AND. }

Es gibt noch viele andere Korper, die aber hier nicht von Interesse sind. Flr die Aussagen, die
fur jeden Korper richtig sind, benutzen wir im Folgenden allgemein K . Man kann dabei immer
an R oder C denken. AuRRerdem lassen wir im Folgenden den Punkt fir die Multiplikation im
Korper in der Regel weg.

Definition 1.7 (\Vektorraum)
Seien (V;+v;0v) eine abelsche Gruppe und (K; + k; k;0k; 1lk) ein Korper. Ferner sei eine
Abbildung

v:K VI VvV, (G;v)7l yv

definiert, so dass gilt:

(@) k und vy sind zueinander assoziativ, d. h.

( k )vv= v( vvVv) 8; 2K 8v2V:

(b) +k/+v und y sind distributiv, d. h.

( +k )vVv= yV+y yVv 8; 2K 8v2V:

(¢) +v und vy sind distributiv, d. h.

vivtyw)= yv+y yw 8 2K 8viw2V:

(d) Um pathologische Falle auszuschlie3en, sei

1k vv=vVv 8v2V:

Dann nennen wir V einen K -Vektorraum (oder kurz Vektorraum) mit Vektoraddition +y und
Skalarmultiplikation . Die Elemente aus V nennen wir Vektoren, die Zahlen aus K Skalare
und Oy den Nullvektor. }

Im Folgenden lassen wir die Indizes K und V an den Verknipfungssymbolen und an 0 und 1
weg, ebenso verzichten wir in der Regel auf den Punkt flr die Skalarmultiplikation. Trotzdem
sei noch einmal betont, dass die Vektoraddition und Skalarmultiplikation etwas anderes sind
als die Addition und Multiplikation im Koérper.

Satz 1.8 (\Vektorraumeigenschaften)
In einem K -Vektorraum V gilt:

(a) Fur jedes v 2 V ist die eindeutige Losung w 2 V von v+ w =0 gleich v.
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(b) Fir jedesv?2 V ist0 v=0.

(c) Furjedes 2K ist 0=0.

(d) Giltfir 2 K undv 2V die Gleichung v =0,soist =0 oder v=0.

Beispiel 1.9 (Vektorraume)

(a) Fir jeden Koérper K und jedes n 2 IN definieren wir K™ als die Menge aller Spaltenvek-

(b)

©

(d)

(e)

®

toren ——

I I I 1 11 L1 [ | 111
V1 W1 Vi + Wq Vi Vi

FHEEE: e EEIEH
Vn Wn Vn+ Wn Vn Vn

furalle 2 K undv;w 2 K" wird K" zu einem K -Vektorraum. Der Nullvektor ist

Fur jeden Korper K definieren wir (K ) als die Menge der Folgen mit Werten in K. Mit
der gliedweisen Addition und Skalarmultiplikation

(@n)n +(b)n=(an+ bn)n und (@n)n=(an)n

furalle 2 K und (an)n;(bh)n 2 “(K) wird “(K) zu einem K -Vektorraum. Der Null-
vektor ist die Folge, die identisch 0 ist.

Das Beispiel (b) funktioniert auch flr Folgen mit Werten in einem K -Vektorraum V.
Dann ist also auch “(V) ein K -Vektorraum.

Fur jeden Korper K definieren wir Abb(K; K ) als die Menge der Abbildungen f : K !
K. Mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation

(fF+90)=f(x)+gx) und ( f)x)=f (x)

furalle 2 K, f;g 2 Abb(K;K ) und x 2 K wird Abb(K; K ) zu einem K -Vektorraum.
Der Nullvektor ist die Funktion, die identisch O ist.

Das Beispiel (d) funktioniert auch, wenn der Definitionsbereich irgendeine nicht-leere
Menge A und der Zielbereich ein K -Vektorraum V ist. Dann ist also auch Abb(A;V)
ein K -Vektorraum.

Der Vektorraum f0g, der nur aus dem Nullvektor besteht, heillt der Nullraum.
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Definition 1.10 (Unterraum)

Sei V ein K -Vektorraum. Eine Teilmenge U  V heif3t ein Unterraum von V, wenn U selbst
ein K -Vektorraum beziglich der auf V definierten Verknlpfungen ist. Jeder Vektorraum V
besitzt den Nullraum f0g und sich selbst als Unterraum; sie heilen die trivialen Unterraume.

Satz 1.11 (Unterraumkriterium)
Eine Teilmenge U  V eines K -Vektorraums V ist genau dann ein Unterraum von V, wenn
die folgenden Bedingungen erftllt sind:

(a) U ist nicht leer.

(b)

©

U ist abgeschlossen bezliglich Addition, d. h.

u+v2U 8uv2U:

U ist abgeschlossen bezliglich Skalarmultiplikation, d. h.

u2U 8 2K 8u2U:

Beispiel 1.12 (Unterrdume)

(@)

(b)

Seiecnn2 Nund m2 Ng mit m n. Dann ist

LTI 1
th

'

c
1
q
no
7/
o]
LITTTTLTITITITIT]
ol
=}
(N)
e

ein Unterraum des Vektorraums K ™. Fir m = 0 entsteht der triviale Unterraum U =
fOg, fur m = n der triviale Unterraum U = V.

Um Eigenschaften von Folgen zu untersuchen, sei K = R oder K = C. Dann ist die
Menge ] ]
P(K)= (an)n 2 (K) Han)n ist beschréankt

ein Unterraum des Vektorraums " (K ), weil Summen und skalare Vielfache beschrankter
Folgen wieder beschrankt sind.

Die Menge ]
o(K)= (an)n 2 (K) aan)n konvergiert

ist ein Unterraum von " (K ), weil Summen und skalare Vielfache konvergenter Folgen
wieder konvergent sind. Es ist sogar "¢(K) ein Unterraum von " *°(K), weil jede konver-
gente Folge beschrankt ist.

Die Menge 1

Q 1
oK)= (an)n 2 (K) n”[ﬂ(>° an=0

ist ein Unterraum von " (K ), weil Summen und skalare Vielfache von Nullfolgen wieder
Nullfolgen sind. Klarerweise ist “o(K) ein Unterraum von “¢(K).
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Die Menge - E -

1
“YK)=  (an)n 2 “(K) janj konvergiert

n=1

ist ein Unterraum von " (K ), weil Summen und skalare Vielfache von konvergenten Reihen
wieder konvergente Reihen sind. Es ist sogar “(K) ein Unterraum von “o(K ), weil aus
der Reihenkonvergenz folgt, dass (an)n eine Nullfolge sein muss.

Die Bezeichnungen der Raume wirken etwas willkirlich, sie haben jedoch eine tiefsinni-
gere Bedeutung, auf die wir hier nicht eingehen méchten.

(c) Um Eigenschaften von Funktionen zu untersuchen, seien A R und K = RR. Dann ist
die Menge ] H _ O

CA;R)= f:A!l R ist stetig

ein Unterraum des R-Vektorraums Abb(A; R), weil Summen und skalare Vielfache ste-

tiger Funktionen wieder stetig sind.

Die Menge
KA R)= f:A!l R ist k-mal stetig di Lerknzierbar ;

wobei wir A flr den Begril[_der Dilerkenzierbarkeit als oled annehmen, ist flr jedes
k 2 N ein Unterraum von Abb(A; R). Es ist sogar C' ein Unterraum von C, C ein
Unterraum von C!, usw., jeweils weil stetig notwendig fiir di [erenzierbar ist.

Die Menge
C°(A;R)= f:A! R ist beliebig oft di [erknzierbar

ist ein Unterraum von Abb(A; R) und natiirlich auch von Cund jedem C.
Die Menge

—1 —1
P(R)= x 7! ckxig 2R; n2Ng; C;::i;cn 2 R

k=0

ist ein Unterraum von Abb(R;R) und natirlich auch von C*(RR;R), weil Polynome
beliebig oft di Lerknzierbar sind.

Die Menge - -
2 R;

Ph(R)= X7 .

CKX
k=0

ist fir jedes n 2 Ny ein Unterraum von Abb(RR;R). Es ist sogar Py ein Unterraum von
P1, P71 ein Unterraum von P», usw., und insbesondere sind alle P, Unterraume von P.

Satz 1.13
Seien V ein Vektorraum und U; und U, zwei Unterraume von V.

(a) Der Durchschnitt U; \ U, ist wieder ein Unterraum von V. Dies ist auch fur mehr als
zwei Unterrdume und sogar fur unendlich viele Unterrdaume richtig.
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(b) Die Summe ] -

U+ Up = U1+U2HJ]_2U1;U22U2

ist wieder ein Unterraum von V. Dies ist auch fur mehr als zwei Unterraume richtig.

(c) Die Vereinigung U; [ U, ist im Allgemeinen kein Unterraum.

Beispiel 1.14
(a) Es qilt
C*(AR) = CP—?h(IA; R):
k=0
(b) Seien V = C(R;R), U; = P(R) und
U, =ff 2V |f ist beschranktg:

Mit f1(x) = x und f(x) =sin(x) gilt f1;f, 2 V sowie f1 2 U; und f, 2 U,. Aber dann
istf;+f,2U;[ Uy, dafy+ f, weder ein Polynom noch beschrankt ist. Deshalb ist
Uy [ Uy kein Unterraum von V.

Im Ubrigen gilt U\ U, = Po(IR), denn nur die konstanten Polynome sind beschrankt.

(c) Esqgilt
PR)=  Pn(R);
n=0
und dies ist sogar ein Vektorraum. Das liegt daran, weil die Mengen, Uber die vereinigt
wird, alle ineinander liegen, genauer weil Pp P 1 P » gilt. }

Die in den Beispielen betrachteten Folgen und Funktionen kénnen auch miteinander multi-
pliziert werden, z.B. ist das gliedweise Produkt zweier konvergenter Folgen wieder eine kon-
vergente Folge und das punktweise Produkt zweier stetiger Funktionen wieder eine stetige
Funktion. Dies ist allerdings in der Struktur als Vektorraum nicht von Belang. Es gibt aber
noch weitere algebraische Strukturen, in denen diese Verkntpfung eine Rolle spielt; wir geben
sie mit dem Blick auf folgende Mathematik-Veranstaltungen kurz an, werden sie aber nur
selten weiter verwenden.

Definition 1.15 (Ring, Algebra)
(a) Sei R eine Menge mit zwei Verknipfungen + und , und es gelte:

i. (R;+;0) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element O.
ii. ist assoziativ.
iii. + und sind distributiv.
Dann nennen wir (R; +; ;0) (oder kiirzer R) einen Ring. Ist zusatzlich kommutativ, so

sprechen wir von einem kommutativen Ring. Ist 1 2 R ein neutrales Element beziglich
, S0 sprechen wir von einem (kommutativen) Ring mit Eins.

(b) Ein K -Vektorraum V, auf dem gleichzeitig eine Ringmultiplikation V.V | 'V definiert
ist, heil’t eine K -Algebra.
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Beispiel 1.16 (Ringe, Algebren)
(a) Die Menge der ganzen Zahlen ist ein kommutativer Ring mit Eins.
(b) Der R-Vektorraum C(A; R) mit der punktweisen Multiplikation
(f 9)(x) = f(x)g(x)
ist eine kommutative R-Algebra mit Eins, wobei die Eins die Funktion konstant 1 ist.

(c) Der R-Vektorraum P(IR) mit der Polynommultiplikation ist eine R-Algebra.

Die R-Vektorraume P, (IR) sind — mit Ausnahme von n = 0 — keine Algebren beziiglich
der Polynommultiplikation, denn das Produkt zweier Polynome vom Grad n hat Grad
2n und liegt daher nicht in Ph(RR).

10



2 Basis und Dimension

Definition 2.1 (Linearkombination)

Seien V ein K -Vektorraum und vy;:::;vqa 2 V. FUr 1;:::; n 2 K heif3t
1
Vi + i+ pVp = kVk 2 V
k=1
eine Linearkombination von vi;:::;vn,. Die Linearkombination mit ;= ::: = , =0 heilt

die triviale Linearkombination und ergibt immer den Nullvektor.

Definition und Satz 2.2 (lineare Hulle)

Seien V ein K -Vektorraum und vq;:::;vh 2 V. Die Menge
—1 —1
r—1
LH(v1;:::5vn) = Wk H1ii n2K \Y
k=1
heil3t die lineare Hulle der Vektoren vy;:::;vn. Sie ist ein Unterraum von V.

Seien V ein Vektorraum und U ein Unterraum. Eine Menge fuy;:::;ung U heil3t ein

Seien V ein K -Vektorraum und vq;:::;vh 2 V.
(a) Die Menge fvy;:::;vng heilBt linear unabhéngig, falls
1
kVk =0 =) 1=::= n=0;
k=1

d. h. der Nullvektor kann nur durch die triviale Linearkombination dargestellt werden.

Beispiel 2.5 (linear (un)abhéangig)

(@) Im R-Vektorraum R? betrachten wir die Menge
1 C1Ir1 :{DZEI

[
o372
Aus v + w =0 folgt =3 +2 =0,also0 = =0, d.h. die Menge ist linear

unabhangig.
(b) Im R-Vektorraum C(R; R) betrachten wir die Menge f cosh sinh; expg. Wegen

exp(x) +exp( x) exp(x) exp( x)
2 2

gilt cosh) +sinh(x) exp(x) =0 fur alle x 2 R, d. h. die Menge ist linear abhéngig.

cosh() = und sinh(x) =

11
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(c) Im R-Vektorraum C(RR; R) betrachten wir nun die Menge f cos sin; expg. Fur ihre lineare
Unabhangigkeit missen wir

1cosX)+ osin(xX)+ 3exp(x)=0 8x2R =) 1= 2= 3=0

zeigen. Fir x = 0 und x = 2 erhalten wir die beiden Gleichungen ;+ 3 =0 und
1+ 3exp(2 )=0. Daraus folgt ;= 3=0,alsoauch ,=0.

(d) Im R-Vektorraum P(R) betrachten wir die Menge f1;x;x?g. Der Ansatz |+ X +
3x? = 0 fihrt nach dhnlicher Rechnung wie in (¢) auf ;= >, = 3 =0, d.h. die
Menge ist linear unabhéangig.

Wir werden spater mit Hilfe von Determinanten zeigen, dass jede endliche Teilmenge von
fxKjk 2 Nog P (R) linear unabhangig ist. ALF__FE.Ii_e?er Tatsache berurif_ﬁd_ai folgende
Prinzip des Koe [ziehtenvergleichs: Sind p(x) = ., axK und g(x) = k=0 box X zwei
Polynome, so gilt die Aquivalenz

p(x) = q(x) 8x2 R 0 m=n und ax=1hb 8k2f0;:::;nQ:

Definition 2.6 (Basis)
Ein linear unabhangiges Erzeugendensystem eines Vektorraums V heif3t eine Basis von V.

Hauptsatz 2.7

1
kb = v
k=1
Die Existenz ruhrt vom Erzeugendensystem, die Eindeutigkeit von der linearen Unabhangig-
keit her.

Satz 2.8

kein Erzeugendensystem von V mehr.

(b) Fir jedes v 2 V nB ist B[f vg noch ein Erzeugendensystem von V, aber nicht mehr
linear unabhéangig.

Hauptsatz 2.9 (Austauschsatz von Steinitz)

(-

(@) Seienv2 V undk 2f1;:::;ngderart,dass 60 inv= ;_, b gilt. Dann ist auch
fby;:::; b1 besr;:: 7 by vg eine Basis von V.

(b) Istfvy;:::;vmg V linear unabhéngig, dann gilt m  n, und diese Menge kann durch
Vektoren aus B zu einer Basis von V erganzt werden.

(c) Jede Basis von V besitzt genau n Elemente. }

12
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Im Allgemeinen besitzt ein Vektorraum sehr viele verschiedene Basen, aber wir haben im
letzten Satz festgestellt, dass alle Basen gleich viele Elemente besitzen.

Definition 2.10 (Dimension)
Sei V ein Vektorraum.

und wir definieren durch
dmV = n

die Dimension von V und nennen V dann n-dimensional und insbesondere endlich-
dimensional.

(b) Gibt es keine endliche Teilmenge von V, die eine Basis von V ist, dann nennen wir V
unendlich-dimensional und schreiben

dmV =1 :

Satz 2.11
Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum.

(a) Jeder Unterraum U ist endlich-dimensional mit

0 dmuU dmV:

(b) Fir den Schnitt zweier Unterraume U; und U, gilt
dimU; +dim U, dimV dim(Uy\ Up) minfdim Ug; dim Uyg:
(c) Fur die Summe zweier Unterrdume U; und U, gilt

dim(Ul + U2) =dim U; +dim U, dlm(Ul\ U2) .

Beispiel 2.12 (Basen, Dimensionen)

(a) Eine Basis des Vektorraums K " der Spaltenvektoren ist

fey;:ii;eng mit e = k-te Stelle;

O |1 | DI P| | OH

die sogenannte Standardbasis.Iﬁe_LlBasisvektor e« heillt der k-te Einheitsvektor. Fir
jeden Vektor v2 K" giltv= | _, ve. Da die Standardbasis aus n Vektoren besteht,
ist

dmK"=n:

13
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(b) Im Folgenraum “(RR) definieren wir e als die Folge (an)n mit ax = 1 und a, = 0 flr

Un besteht dann aus allen Folgen, die nach dem n-ten Glied 0 sind, und es gilt U;
U, Uz ; aullerdem ist —
U= Un
n [N

ein Unterraum. Er enthélt alle abbrechenden Folgen, d. h. diejenigen, die ab irgendeinem
Glied 0 sind. Auch er ist unendlich-dimensional.

Standardbasis nennen. Damit gilt also
dmPr(R)=n+1:
Der Vektorraum P(RR) ist bereits unendlich-dimensional.

(d) Aus (c) folgt, dass erst recht der Vektorraum C(A; R) der stetigen Funktionen unendlich-
dimensional ist, ebenso C< und C*°. Man kann zeigen, dass das sogenannte trigonome-
trische System

C1 _ _ 1
1; cos(x); sin(x); cos(X);sin(2x);:::  C (R;R)

linear unabhéngig ist. Es bildet die Grundlage zu den klassischen Fourierreihen, auf die
wir spater wieder zurtickkommen werden.

Satz 2.13
Seien V ein n-dimensionaler Vektorraum und MV eine Teilmenge mit m Elementen.

(@) Ist m < n, so ist M kein Erzeugendensystem und damit keine Basis. Ist M linear
unabhangig, so kann sie von n  m geeigneten Vektoren aus V zu einer Basis von V
erganzt werden.

(b) Istm>n, soist M linear abhéngig und damit keine Basis. Ist M ein Erzeugendensys-
tem, so kann sie durch Streichen von m n geeigneten Vektoren zu einer Basis von V
verkleinert werden.

(c) Ist m = n, so sind die drei Aussagen

i. M ist ein Erzeugendensystem
ii. M ist linear unabhangig
iii. M ist eine Basis
aquivalent. Anders formuliert: Ist eine n-elementige Teilmenge eines n-dimensionalen

Vektorraums linear unabhangig, so ist sie bereits eine Basis. Dieselbe Aussage gilt fur
»ein Erzeugendensystem” statt ,linear unabhangig".
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3 Matrizen und lineare Gleichungssysteme

Definition 3.1 (Matrix)
Seien K ein Kdérper und m;n 2 N. Dann heil3t das rechteckige Schema

| L1
ai ain

A = (aik) = EI : =
am1 amn

eine m n-Matrix oder eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten. Die Zahlen ajx 2 K fir alle

und k der Spaltenindex. Die Menge aller m  n-Matrizen bezeichnen wir mit K ™=" und wir
nennen das Paar (m;n) die GroBe der Matrix.

11
ik

E Bk

Amk

die k-te Spalte von A. Wenn die Eintrage keine eigene Namen besitzen, dann bezeichnen wir
auch mit (A)ix den Eintrag von A and der Stelle (i;k).

Satz 3.2 (\Vektorraum der Matrizen)
Seien K ein Kdrper und m;n 2 N. Dann ist K ™" mit den Verkniipfungen

(A+B)ik=(A)ik+(B)ik und ( A= (A

fur alle 2 K und A;B 2 K™*M gin K -Vektorraum, und der Nullvektor ist die Nullmatrix
1 1

0 0
Omxn = El El
0

0

Wir bezeichnen mit Ejc 2 K™*" diejenige Matrix mit (Eix)ik = 1 und (Eik)j—+ O fir alle
(;>) & (i;k). Dann ist

eine Basis von K ™>" die sogenannte Standardbasis, d. h. es gilt
dimK ™" = mn: }
Zwei Matrizen kdnnen naturlich nur dann addiert werden, wenn sie dieselbe Groflie besitzen.

Sind also A 2 K™" und B 2 KP*Y4 so ist die Summe A + B nur dann definiert, wenn
(m;n) = (p; 0 ist. Anderenfalls ist A + B sinnlos.

15



3. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME LINEARE ALGEBRA

Definition 3.3 (Matrizenprodukt)
Seien A = (ajk) 2 K™*P und B = (bik) 2 KP>*". Dann heift die Matrix C 2 K ™*" mit den
Eintragen
r—1
Cik = aijbjk
j=1

das Matrizenprodukt C = A B der Matrizen A und B. Ein solches Produkt ist nicht definiert
zwischen zwei Matrizen A 2 K™*P und B 2 K%" mit p 6 g. Damit das Produkt A B
definiert ist, muss die Spaltenanzahl von A mit der Zeilenanzahl von B Ubereinstimmen.

Satz 3.4 (Rechenregeln)

(a) Das Matrizenprodukt ist assoziativ, d. h. es gilt

(A By C=A (B C) 8A2K™P 8B 2KP<® gC2KP":

(b) Die Addition und das Matrizenprodukt sind distributiv, d. h. es gilt
A B+C)=A B+A C 8A2K™P gB;C 2 KP*"

und
(A+B) C=A C+B C 8AB2K™®P 8C2KP™":

(c) Das Matrizenprodukt ist nicht kommutativ, denn:

i. Wenn A B definiert ist, muss B A nicht definiert sein.
ii. Sind A B und B A definiert, so missen sie nicht dieselbe Grofle haben.
iii. Selbst wenn A B und B A dieselbe GréRe haben, kdnnen sie verschieden sein. }

Im Folgenden lassen wir auch den Matrizenmultiplikationspunkt im Allgemeinen weg.
Definition und Satz 3.5 (quadratische Matrizen)

(a) Wir nennen eine Matrix A quadratisch, wenn sie gleich viele Zeilen wie Spalten besitzt,
d.h. wenn A 2 K ™" gilt.

(b) Der K -Vektorraum K ™" bildet zusammen mit der Matrizenmultiplikation wegen der
Rechenregeln aus Satz 3.4 eine nicht-kommutative K -Algebra.

(c) Die n n-Einheitsmatrix

L1 L1
1 0 0
a) ",
— ~ [5Y nxn
n — |\
0 0 1

ist das neutrale Element beziglich der Matrizenmultiplikation in K"™", d. h.
Alp=1,A=A 8A2K™":
Ihre Eintrége bezeichnen wir mit dem sogenannten Kronecker-Symbol k. Es gilt also

ik =1 firi = kund jx =0 sonst.

16



LINEARE ALGEBRA 3. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Definition und Satz 3.6 (transponieren)

(@) Ist A = (ajx) 2 K™*" so heilt die Matrix AT 2 K "™*™ mit den Eintragen (AT)ik = axi
die Transponierte oder transponierte Matrix von A. Die Spalten von AT sind also die
Zeilen von A, und die Zeilen von AT die Spalten von A.

(b) Es qilt
(A+B)T=AT+BT: (A)T=AT; (AHh)T=A 8 2K B8A;B2K™"
sowie
(AB)T = BTAT 8A2K™<P 8B 2 KP*N:
Definition und Satz 3.7 (Rang)
Sei A = (ajk) 2 K m>n,

(a) Als den Spaltenrang von A definieren wir die maximale Anzahl linear unabhangiger
Spalten, genauer

ai ain
S-Rang() =dimLH H_H |_’”| |_"| H_H
am1 Amn

(b) Alsden Zeilenrang von A definieren wir die maximale Anzahl linear unabhangiger Zeilen,
also

Z-Rang(A) = S-Rang(AT) :
(c) Fur jedes A gilt
S-Rang(®) = Z-Rang(A) ;
d. h. wir kénnen diese Zahl auch kurz als den Rang von A bezeichnen. Es gilt
0 Rang(A) minfm;ng:
Wir sagen, A habe vollen Rang, wenn statt dem zweiten ,, * sogar ,=" gilt.
(d) Wir definieren den Defekt von A durch
Def(A)= n Rang(A):
Achtung: Es gilt im Allgemeinen nicht Def(A) = Def( AT). }

Wir werden sehen, dass der Rang einer Matrix fir sehr viele Anwendungen in der linearen
Algebra wichtig ist. Wir betrachten daher im Folgenden lineare Gleichungssysteme und geben
einige Beispiele an. Zunachst aber noch ein Satz fir das Einsatzgebiet des Ranges:

Satz 3.8

Seien vy;:::;Vvm 2 K. Dann gilt

fvi;:i:;vmg linear unabhangig () Rang(vy;:::;Vvm) = m
und

fvi;:::;vmg Erzeugendensystem () Rang(vy;:::;vm)=n
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3. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME LINEARE ALGEBRA

Definition 3.9 (lineares Gleichungssystem)
Seien A = (ajk) 2 K™*" und b= (k) 2 K™ gegeben. Dann heifl3t

bzw.

bzw.

bzw.

bzw.

Ax = b

L1 CITT I 1C 1 1
aig ain X1
H HHEEA
am1 amn Xn bm

| I |

aikxk = b 8i2f1;:::;mg
k=1

a1 Xy + i+ anXp =

|
)

amiX1+ 111+ @8mnXn = bm

6111 % El

ein lineares m n-Gleichungssystem fir den Losungsvektor x 2 K" mit Koe [ziehtenmatrix A
und rechter Seite bzw. Inhomogenitat b. Wir nennen das lineare Gleichungssystem homogen,
falls b der Nullvektor ist. Im inhomogenen Fall nennen wir (A;b) 2 K ™<("*+1) dje erweiterte
Koe [ ziehtenmatrix.

Beispiel 3.10 (lineare Gleichungssysteme)
Lineare Gleichungssysteme treten haufig auf, hier einige Beispiele:

(a) Sei die reelle Partialbruchzerlegung von

5t2+2t+1
t4 2t2+1
gesucht. Der Nenner ist o[edbar (t2 1)2=(t 1)2(t+1)?2, d.h. der Ansatz lautet

X1 X2 X3 Xa
+ + :
t 1 (t 1?2 t+ 1 (t+1)2°

Multiplikation mit dem Hauptnenner ergibt

Bt2+2t+1= xq(t D(t+1)%+ xo(t +1)%+ x3(t  1)?(t+1)+ xa(t 1)?
und nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen
(X1+X3)t3+( X1+ X2 XztXa B)2+( X1+2Xo X3 2X4 2)t+( X1+ Xo+Xz+xs 1)=0

Da ft3;t2;t; 1g in P(R) linear unabhangig ist, miissen alle Koe [ziehten 0 sein. Daraus
entsteht das lineare 4 4-Gleichungssystem

X1+ X3=0; X1+Xo Xz+X4=5; X1+2Xy Xz 2X4=2;, X1+Xp+Xz+Xg=1:
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LINEARE ALGEBRA 3. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

(b) Sei der Gesamtwiderstand der nebenstehenden _E
Schaltung gesucht. Die Knotenregel flhrt auf _I_

R4 Rs

(@)

lg=11+13 und I+ 1l3=15:

Setzen wir Uo <>

l4 Rs I3 Ig

X1 X2 X1 X2
1= =—; l,==—"=; l3= ;
1 Rl ’ 2 R2 ) 3 R3 ’ Xli R1 R ¢X2
Uy X1 Uo X2 | |
4= und Ig5= 12 2
4 R4 ° R5 O s T
ein, so erhalten wir nach ein paar Umformungen das lineare 2 2-Gleichungssystem
1 1 1 1
1+l+lx lx-UO' lx+ 1+1+lx-U°'
Rt Rs Rs ' R3?2 Rsy: Rs3' R, Rs Rs 2 Rs’

(c) Sei ein kubisches Polynom p mit den Eigenschaften
p1)=1; p2)=0; p@B)=5
gesucht. Der allgemeine Ansatz p(t) = x1t3 + x,t2 + xat + x4 fuhrt auf
1=X1+ Xo+ Xzg+ Xg; 0=8X1+4Xp+2X3+ Xs4; 5=27X1+9X2+3X3+ Xg;
also auf ein lineares 3  4-Gleichungssystem.

(d) Gegeben seien die beiden Geraden

3 1 2 1
g: Lolb+ kil _Jynd g Lall+ kL AL 1
1 1 3 2

im Raum. Um die gemeinsamen Punkte zu finden, setzen wir die Geraden gleich, wobei
wir s in X1 bzw. X, umbenennen, und erhalten das lineare 3 2-Gleichungssystem

X1+ Xo= 5; X1+2%x,=1; X1 2X=4:

Satz 3.11 (homogenes System)
Sei Ax =0 ein homogenes lineares m  n-Gleichungssystem.

(a) Die Losungsmenge von Ax =0, d.h.
fxn2 K"jAxy =0g
ist ein Unterraum von K ™. Wir nennen diese Menge auch die allgemeine Ldsung.
(b) x =0 ist immer eine Losung, die sogenannte triviale Ldsung.

(c) Die Dimension der allgemeinen Lésung ist genau der Defekt von A.

Satz 3.12 (inhomogenes System)
Sei Ax = bein inhomogenes lineares Gleichungssystem.
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3. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME LINEARE ALGEBRA

(a) Die Dilerknz zweier Losungen von Ax = bist eine Losung von Ax = 0.

(b) Das inhomogene lineare Gleichungssystem ist genau dann lésbar, wenn b linear abhangig
von den Spalten der Matrix A ist, d. h. wenn

Rang(A; b) = Rang(A):

(c) Fur die allgemeine Losung von Ax = b gilt:

i. Entweder sie ist leer, d. h. das System ist unldsbar, weil die Bedingung aus (b) nicht
erfallt ist;
ii. oder sie ist
fXp+ Xnj Axn=0g0;

worin Xp irgendeine partikulare oder spezielle Losung von Ax = Dbist.

Definition 3.13 (Kern, Bild)
Sei A 2 K™M>n,

(a) Die allgemeine Losung von Ax = 0 heil3t der Kern von A. Er ist ein K -Vektorraum, und
zwar ein Unterraum von K", und seine Dimension ist der Defekt von A.

(b) Die Menge aller b2 K™, fiir die Ax = b l6sbar ist, heilt das Bild von A. Es ist ein K -
Vektorraum, und zwar ein Unterraum von K™, und seine Dimension ist der Rang von
A. }

Man erhélt also die allgemeine Lésung des inhomogenen linearen Gleichungssystems, indem
man zu einer speziellen Lésung des inhomogenen Systems die allgemeine Lésung des zugehori-
gen homogenen Systems addiert. Aber wir kommen nun endlich zum Lésungsalgorithmus far
lineare Gleichungssysteme:

Hauptsatz 3.14
Sei ein lineares Gleichungssystem gegeben.

(a) Die Losungsmenge andert sich nicht, wenn man ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen
Zeile addiert.

(b) Die Lésungsmenge andert sich nicht, wenn man eine Zeile mit einem Skalar 2 K nfQOg
multipliziert.

(c) Die Losungsmenge andert sich nicht, wenn man zwei Zeilen vertauscht.

(d) Der Rang der Matrix verandert sich nicht, wenn man die Operationen aus (a)-(c) mit
Spalten statt Zeilen durchfuhrt.

Satz 3.15 (Gaul3sches Eliminationsverfahren)

Ein lineares m n-Gleichungssystem Ax = bkann folgendermafen geldst werden: Dabei gehen
wir von der Kurzschreibweise (A j b) aus. Initialisiere zwei Mengen | und K zur Speicherung
von markierten Zeilen- und Spaltenindizes mit der leeren Menge, also | = K = ;, und flhre
die folgenden Schritte in einer Schleife aus:
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LINEARE ALGEBRA 3. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

die Zeile in A einen Eintrag ungleich 0 in der Spalte k besitzt. Gibt es keinen solchen
Index, so beende den Algorithmus.

Markiere die Zeile i und die Spalte k, d.h. fige i zu | und k zu K hinzu.

Addiere Vielfache der Zeile i zu allen nicht markierten Zeilen, so dass die Eintrage ajox
mit i6 i alle 0 werden.

Der Algorithmus terminiert, sobald alle nicht markierten Zeilen Nullzeilen von A sind. Nun
fuhre noch die folgenden Schritte durch:

Es gibt eine nicht markierte Zeile (also Nullzeile), in der eine Zahl ungleich 0 in b steht:
Das System ist unlosbar. Ansonsten streiche alle Nullzeilen.

Setze alle Losungsvariablen x, mit k 2K gleich einem s, 2 K.

Lose durch Einsetzen alle anderen xy.

Ein Beispiel:

1 1 1 —
3 2 5 3H1 2 22 0 224726
L21 1 3 a2 L[] 11 0 114 13C

1 4 5 U5 1 4 5

L1 L1
0 0 0O 0HO

' 3 11 o 114 131
1 4 [1 s5Y 5

Die Kastchen markieren die beiden ausgewahlten Eintrage. Die erste Zeile ist nicht markiert,
weil sie eine Nullzeile ist. Da auch die rechte Seite 0 ist, streichen wir die Zeile komplett. Die
zweite und vierte Spalte ist nicht markiert — wir setzen also x, = s, 2 R und X4 = s4 2 R.
Aus der zweiten Zeile folgt dann x; =13 11s, + 1154, und schlieflich aus der dritten Zeile

X3=5 X1 4s,+5s4,= 8+7s, 6s4. Die allgemeine Lésung lautet also
CI1C 1 C 1 C 1 11
13 11 11
8 3 8
X = 5+ P2 = + 34
0 0 1
Beispiel 3.16

Wir losen die linearen Gleichungssysteme, die in Beispiel 3.10 entstanden sind:

(a) In Kurzschreibweise erhalten wir

1 (o — 1
1 01 0 101 0
H1 1 1] Pt 2 1
12 1 200 B2 o 2
11 1 1 01 2 1
L1 [ R - 1
1o 1 oHo T o 1 oHo
ot 2 1 Hs ] Bt 2 1 s
© Lgdo 4 a4l Igdo 4 4Qs
00 4 oba 00 0 4l
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3. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME LINEARE ALGEBRA

(b)

(©

Das System ist eindeutig I6sbar. Einsetzen ergibt x4 =1, x3= 1, X, =2 und x; = 1.
Statt dessen kdnnten wir auch weiter umformen und wtrden erhalten

1 1 1 1 -
T 01 oHo T o 1 oHo T 00 0H1

Pt 2 1Hs | Pt 2 oH4 B P o of2

- Bdo 1 120 Bgdo 1 o 1B Do 1 o1
oo o0 151 00 o0 1t 000 15

nattrlich mit demselben Ergebnis. Einsetzen der Lésung in den Ansatz liefert die ge-
suchte Partialbruchzerlegung.

In Kurzschreibweise erhalten wir
i 1 1 1 ﬂlo
+ — + — —
Rl R3 R4 R3 4
1 1,1, 1 b
Rs R, Rz Rs 5

Um die Rechnung nicht unnotig kompliziert zu machen, setzen wir R; = Rs = a;R3
und R, = Ry = ayR3 mit ag;a, > 0. Dann folgt nach Multiplikation mit a;ayR3

1 1
taata a1ap 1Uo
ajay a; + a? ai + ap 2Up
| at & at & ap + a2)Uo
' a? ai at aqat a aUg
1 1 Uy

aia, ap+ aﬂ a% + ap >Up

1
| 1 1 Uo )
' 0 ag+2a1ax + & 2Up + azaolUp
Das System ist eindeutig losbar. Einsetzen ergibt

(u+1l)a
apt+t2aiax + a

aj(ax +1)

Up; X1=Ug Xp=
at+t2a1ax + ap

X2 =

Far den Gesamtstrom gilt dann 11 + 1, = X3=R1 + X2=R» und damit schliellich

_ Ug _ aiaxR3Up _agtaata )
|1+|2_82X1+81X2_ ata+2 3
In Kurzschreibweise erhalten wir
—1 1 1 1 1 —1
1 111 1 1 1 141 1 1 1 141
Lglg 2 1oLt L7213 1 o101 L7131 o4 101
27 9 3 1 26 8 2 0“4 12 2 0 0-'6

Die Losung besitzt einen Freiheitsgrad. Wahlen wir x; = s, so folgt mit Einsetzen
Xo=3 6s; Xz3= 10+1l1ls; x4,=8 6s;
d.h. jedes Polynom p mit p(t) = st®+(3 6s)t?+( 10+ 11s)t+(8 6s) unds2 R

besitzt die geforderten Eigenschaften.
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LINEARE ALGEBRA 3. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

(d) In Kurzschreibweise erhalten wir

C1 1 1 1 1 1
1 1H5 1 1H5 1 1H5
112 M1 L1 [g171 He 11 [gl1He [
1 2U4 o 3Uog 0 okb7

Das System ist unlésbar. Die beiden Geraden besitzen also keinen gemeinsamen Punkt.

Definition 3.17 (inverse Matrix)
Eine quadratische Matrix A 2 K "=" heif3t invertierbar, falls es eine Matrix B 2 K "*" gibt,

so dass
AB = BA = I,:

Wir nennen dann B die Inverse von A und schreiben fiir sie A~1. Invertierbare Matrizen
nennen wir auch reguléar, nicht invertierbare singular.

Satz 3.18 (Invertierbarkeit)

(@) Ist A 2 K™ invertierbar, so gilt AA™! = |, d.h. die k-te Spalte von A~ ist die
Losung des linearen n  n-Gleichungssystems Ax = ex.

(b) Wegen (a) ist A 2 K"*" genau dann invertierbar, wenn Rang(A; ex) = Rang( A) fur alle
k 2f1;:::;ng, d.h. wenn A vollen Rang hat. Anders ausgedrickt: Eine n  n-Matrix
ist genau dann invertierbar, wenn ihre Spalten eine Basis des K" bilden.

(c) Sind A;B 2 K™" invertierbar und 2 K nf0g, so gilt
(AB)=BTIATL (A)t= IaTh (AT = (ATHT

(d) Ist Ax = bein lineares n n-Gleichungssystem mit regularer Matrix A, so ist das System
eindeutig lésbar, und es gilt x = A~tb. Dies ist allerdings keine e [Ziehte Alternative zur
direkten GauR-Elimination aus Satz 3.15.

Beispiel 3.19 (Gaul3-Jordan-Algorithmus)
Um eine Matrix A 2 K ™" zu invertieren, I6st man die n linearen n  n-Gleichungssysteme

aus Beispiel 3.16a durch:

L1 L1 L1 L1
1 0 1 O 0 0O 10 1 0H1 O 0O
H 1 1 1 1 0 Of5 0+l 2 1 1100
2 1 2 0 1 oL- 012 0 2141 0 1 O
11 1 1 0 01 01 2 1-1 0001
L1 L1 L1 L1
10 1 0H1T O OO 10 1 0H1 O O O
| 01 2 1 1 1 0 O 0—+H1 2 1 1 1 0 O
' 010 4 443 2 1 0= 010 4 413 2 1 0
00 4 0=2 1 01 00 0 4 1 1 11
L1 1 1 L1
10 1 0OH1 O O O 4 00 0H2 1 O 1
| 6144 8 0H3 3 1 1 644 0 0OH1 1 1 1
' 010 4 042 1 0 1L 010 4 0H2 1 0 1
00 0 4“1 1 1 1 0 00 4-1 1 1 1



3. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME LINEARE ALGEBRA

Dividieren wir noch jede Zeile durch 4, so ergibt sich

1 1
2 1 0 1
. 1Kk 1 1 1
1 _
A‘Zzlol
1 1 1 1

Eine leichte Rechnung bestétigt AA ! = 1,4. Damit erhalten wir ebenfalls
I 1 I I |

W[ -

x=A"1

=

= N g1 O
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4 Lineare Abbildungen

Definition 4.1 (lineare Abbildung)
Sind V und W zwei K -Vektorraume, so heiBt' : V! W eine lineare Abbildung, falls

"(avit 2av2)= 1t (vi)+ 2" (v2) 8 1 22K 8vy;vpa 2V

Dabei stehen links (im Argument von ' ) die Vektorraumoperationen von V und rechts (au-
Rerhalb von ' ) die von W. Wenn es darauf ankommt, bezeichnen wir ' auch als K -linear.
Eine andere Bezeichnung fur lineare Abbildung ist (K -)Vektorraum-Homomorphismus.

Beispiel 4.2 (lineare Abbildungen)
(@) Sei A2 K™N Dannist' : K"! K™ mit' (v) = Av eine lineare Abbildung.

(b) Die Abbildung ' : K™ I K™M mijt' (A) = AT ist aufgrund der Rechenregeln in
Satz 3.6b linear.

(c) Die Abbildung ' : "¢(R)! R mit"' ((an)n) =1lim 1_ « @ ist nach den Grenzwertséatzen
aus der Analysis linear.

(d) Die Abbildung' : CY(R;R) ! C (R;R) mit' (f) = f Fist nach den Ableitungsregeln aus
der Analysis linear.

(e) Die Abbildung' : C([a;b;R) ! Rmit' (f)= l;—blf (x) dx ist nach den Integrationsregeln

aus der Analysis linear.

(f) Wir betrachten die Abbildung ' : C! ©C mit' (z) = z. Nach den Rechenregeln tber
komplexe Zahlen gilt dann ' ( 1z1+ 222) = 1' (zo)+ 2" (20) furalle 1; 2;z1;2, 2 C.
Da im Allgemeinen 6  ist, kann ' keine lineare Abbildung zwischen C-Vektorrau-
men sein, d.h. ' ist nicht C-linear. Fassen wir C als zweidimensionalen R-Vektorraum
auf, soist' : R?! IR2, und diese Abbildung ist R-linear.

(g) Fur jedes a 2 R ist die Abbildung ' 5: P(R) ! TR mit ' 5(p) = p(a) linear. Sie wird
auch als Einsetzhomomorphismus bezeichnet.
' a kann sogar zu einem R-Algebren-Homomorphismus gemacht werden, denn: Der De-
finitionsbereich P (IR) ist nach Beispiel 1.16c mit der Polynommultiplikation eine R-
Algebra, und der Zielbereich ist mit dem normalen Produkt reeller Zahlen eine R-Alge-
bra. Ferner ist ' 5 mit diesen Ringmultiplikationen vertraglich, denn man rechnet leicht
nach, dass ' a(pg) = ' a(p)' a(q) fur alle p;q2 P (R).

Definition und Satz 4.3 (Kern, Bild)
Seien V und W zwei Vektorraume und ' : V! W linear.

(a) Die Menge ] H 1
Kern' = v2V U (v)=0 \%

heilt der Kern von ' . Die Menge
Bild' = w2WROv2V:'(v\)y=w = '(v) 2V ="(V) W

heilt das Bild von ' . (Dies ist genau dasselbe wie bei beliebigen Abbildungen.)
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(b) Kern' ist ein Unterraum von V, und Bild ' ist ein Unterraum von W.

(c) Durch
Def' =dimKern' und Rang' =dimBild '

werden der Defekt und der Rang von ' definiert.

(d) Es gilt die Dimensionsformel
Rang' +Def' =dim V ;
wobei beide Seiten gleich 1 sein konnen. }

Wir haben nun den Rang und Defekt flir Matrizen und lineare Abbildungen separat definiert.
Allerdings héngen diese Begri [e_haturlich zusammen, beispielsweise gilt RangA = Rang ' und
Def A = Def ' fur ' (v) = Av. Wir werden spater in diesem Abschnitt feststellen, dass dies

immer richtig ist, wenn die Matrix A auf geeignete Art und Weise aus der linearen Abbildung
' entsteht.

Satz 4.4 (injektiv, surjektiv, bijektiv)
Sei' : VI W linear.

(a) ' ist genau dann injektiv, wenn Kern' = f0g. Ein injektives ' nennen wir auch einen
Monomorphismus. Es folgt dann dimV  dimW.

(b) ' ist genau dann surjektiv, wenn Bild ' = W. (Dies ist genau dasselbe wie bei beliebigen
Abbildungen.) Ein surjektives ' nennen wir auch einen Epimorphismus. Es folgt dann
dimV dimW.

(c) Ein bijektives ' nennen wir auch einen Isomorphismus. Es folgt dann dimV =dim W.

Satz 4.5 (Komposition)
Seien V, W und Z drei Vektorraume sowie ' : V! Wund :W ! Z linear.

(a) Die Komposition oder Verkettung
VI Z mit (0 ')v)= ‘El(v)EI
als Abbildung von V nach Z ist ebenfalls linear.
(b) Die Identitat idy : V! V auf V ist klarerweise linear.
(c) Ist"' bijektiv, so gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung' ~1: W ! V mit
ot =idy ound 0 Tr=idw ;g
die wir als inverse Abbildung bezeichnen, und auch diese ist linear.
Beispiel 4.6 (Kerne, Bilder)

(@) Sei A2 KM*N Der Kernvon' : K"l K™ mit' (v) = Av ist genau die allgemeine
Losung des linearen m  n-Gleichungssystems Ax = 0. Das Bild von ' ist die Menge
aller b2 K™, so dass das System Ax = b losbar ist. ' ist injektiv, falls DefA = 0
ist, und surjektiv, falls RangA = m ist. Ist beides erflllt, d.h. ist A quadratisch und
invertierbar, so ist ' bijektiv, und die inverse Abbildung ist ' ~1(w) = A~ lw,
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(b) Der Kernvon' : KM™*N1 KMM mjt' (A)= AT ist nur die m n-Nullmatrix, d.h. '
ist injektiv. ' ist auch surjektiv, denn AT ist wegen (AT)T = A ein Urbild von A. Ferner
ist' ' =idkm n, aber' —1 =" gilt nur fir m = n, weil sonst die Definitionsbereiche
von' und ' ~! verschieden sind.

(c) Der Kernvon' : "¢(R)! R mit' ((an)n) =lim n_ o an ist "o(R), ndmlich alle Nullfol-
gen. Da es viele Nullfolgen gibt, ist * nicht injektiv, wohl aber surjektiv, denn zu jeder
Zahl a 2 R l&sst sich eine Folge finden, die gegen a konvergiert, beispielsweise die Folge,
die konstant a ist.

(d) Der Kernvon' : CH(R;R) ! C (R;R) mit"' (f) = f Fist Po(R), namlich alle konstanten
Funktionen, daher ist ' nicht injektiv. Aber ' ist surjektiv, denn jede stetige E)ljnktion
kommt als Ableitung einer Ct-Funktion vor; beispielsweise ist f mit f (x) = o 9(t)dt
ein Urbild von g.

Ersetzen wir ' durch :V ! C (R;R) mit dem R-Vektorraum V = ff 2 C}(R;R) j
f(0)=0g, soist injektiv, weil der Kern nur noch aus ﬂﬁr Nullfunktion besteht. st
sogar bijektiv mit der inversen Abbildung (g) =(x 7! ; g(t)dt).

]

(e) Der Kernvon' : C[a;;R) ! R mit' (f)= _f(x)dx besteht aus allen Funktionen,
deren Integralmittel O ist. Natdrlich ist * surjektiv.

(f) Die R-lineare Abbildung ' : C ! C mit"' (z) = z verhalt sich analog zu (b). Wegen
z=zgilt' ="

(g) Der Kern des Einsetzhomomorphismus ' 5: P(R) ! R mit' az(p) = p(a) sind genau die
Polynome, die in a eine Nullstelle besitzen, d.h. Kern' 5 =(x aP(R) = f(x a)q(x) j
g2 P (R)g. Naturlich ist ' 4 surjektiv. }

Mit linearen Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorraumen kann man haufig
leichter rechnen, wenn man sie durch Matrizen darstellt. Dazu missen wir Basen, die zunachst
nur eine Teilmenge sind, anordnen.

Definition 4.7 (geordnete Basis)

ein n-Tupel aus V V = V", als geordnete Basis von V.
Wir werden im Folgenden das Attribut ,geordnet* weglassen, wenn aus der Schreibweise
mit runden Klammern hervorgeht, dass es sich um eine geordnete Basis handelt.

Definition 4.8 (Koordinaten)
Sei B = (by;:::;h,) eine Basis eines K -Vektorraums V und v 2 V ein Vektor Satz 2.7
gibt es dann eindeutig bestimmte Koe [Ziehten xq;:::;Xn 2 K, sodassv =, _; Xxh. Wir
nennen dann xi 2 K die k-te Koordinate von v beztglich B und

1

llEkn

n

X
X=Vg = :
X
den Koordinatenvektor von v beziglich B.

Achtung: Der Vektor ist ein Element des Vektorraums V und ist Basis-unabhangig, der
Koordinatenvektor ist ein Element von K 9MV und ist nur mit Angabe der Basis sinnvoll.
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Beispiel 4.9 (Koordinaten)
(@) Sei V = R?*? mit dimV = 4. Wir wahlen die Standardbasis E = (E11;E21;E12; Ex).

Dann gilt z. B.
I:3I 1I:I
V3A= > 5 =3 Eun 2 Exx 1 Epp+5 Ep:
Der zum Vektor A gehdrige Koordinatenvektor beziglich E ist also
I:BII:I
2
R*3 Ag = [—
5

(b) Sei V = P,(R) mit dimV = 3. Wir wéhlen die Standardbasis E = (1 ;x;x?). Dann gilt
z.B.
V3p=3x? Bx+2=2 1 5 x+3 x2:

Der zum Vektor p gehorige Koordinatenvektor bezlglich E ist also

:ZII:I
R3®3ps= 91
3
Satz 4.10
Seien V und W zwei Vektorraume, fvy;:::;vageine Basisvon V und wy;:::;wn 2 W beliebige

Vektoren. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung ' : V! W mit

"(vk) = wg 8k2f1;:::;ng:

eine Basisvon W und ' : V! W linear.

(2) Dann gibt es genau eine Matrix A 2 K ™" so dass
w="() Wg,, = AVp, :

Anders ausgedrlckt: Statt einen Vektor v 2 V in die Abbildung ' einzusetzen, um das
Bild w 2 W zu erhalten, kann man den Koordinatenvektor von v bezlglich der Basis
By an die Matrix A multiplizieren, um den Koordinatenvektor des Bildes beziglich der
Basis By zu erhalten.

(b) Wir setzen in die Gleichung speziell v fur v ein und erhalten
1
" (W) g, = A(Viey ¢
Nach Konstruktion ist aber (vk)s, = €, dem k-ten Einheitsvektor des K", d. h. auf der

rechten Seite steht die k-te Spalte von A. Wir bekommen also:

Man erhélt die k-te Spalte der zur Abbildung gehdérigen Matrix, indem man den k-ten
Basisvektor der Ausgangsbasis in die Abbildung einsetzt und das Ergebnis als Linear-
kombination der Zielbasis schreibt.

Diese Matrix schreiben wir als g, ' B, -
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Beispiel 4.12 (Matrizen von linearen Abbildungen)

(@) SeienV = K" und W = K™ mit geordneten Standardbasen B, und By und' : V! W
linear mit ' (v) = Av flr eine Matrix A 2 K™>", Dann ist
EW' Ey — A:

Hier gilt Kern' =Kern A und Bild ' = Bild A.

(b) Seien V = W = R?*2 mit Standardbasis E = (E11;E21;E12;E2) und ' : VI W mit
" (A) = AT. Wir wollen die Matrix ¢' ¢ aufstellen. Fiir die erste Spalte berechnen wir
den Koordinatenvektor von ' (E11) = E11 bezlglich E, das ist e;. Flr die zweite Spalte
berechnen wir den Koordinatenvektor von ' (E»1) = Ej» bezlglich E, das ist e3. Nach
analoger Rechnung flr die dritte und vierte Spalte erhalten wir

I:I0 0 —1

o O

01
1 00
0 01

m
m

|
O Pl

o

Wir wollen damit die Matrix A aus Beispiel 4.9a transponieren. Den Koordinatenvektor
von A haben wir dort schon ausgerechnet, also

1 I ) | | B
1000 3
oo 1 0 2 ]
Ty — — _
(AJe=e"e Ae= 5y ¢ o ] 2
0001 5 5

Also folgt AT =3E1; Ej  2E1, + 5E,, — aber das ist ja nichts Neues ...

(c) Seien V = W = P,(RR) mit geordneter Standardbasis Eund ' : V! W mit"' (p) =
xp¥x). Dann gilt — —
0 0O
EI E = @1 OIII
0 0 2

(d) Seien V = Pj—1(IR) mit Dimension n und Standardbasis By ﬁl;x;xz;:::;x“‘l),
W = R mit Standardbasis By = (1) und ' : VI W mit' (p) =  p(x)dx. Dann gilt

L1 L1

1 15 R,
3 n

NI =

Ew By = 1

Satz 4.13
Seien V und W zwei Vektorraume mit dmV = n und dimW = m sowie ' : V ! W linear
mit Rang r.

(a) Es gibt geordnete Basen By von V und By von W, so dass

1 1
B ! By = Ir 0r><(n—r)
v 0(m—r)><r o(m—r)><(n—r)
Man wahlt dazu eine Basis (Vr+1;:::;Vn) von Kern' , erganzt diese durch (v1;:::;vy) zu
einer Basis von V, setzt wy = " (vy) fur k 2 f 1;:::;rg und erganzt (ws;:::;wy) durch
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(b) Sind By und By irgendwelche geordnete Basen von V und W und A = g, ' B, , SO gilt

RangA=r und DefA =Def":

Ferner gilt
v 7! Av st injektiv () " ist injektiv;
v 7! Av st surjektiv () ' ist surjektiv;
A ist invertierbar () " ist bijektiv:

Satz 4.14 (Vektorraum der linearen Abbildungen)
Seien V und W zwei K -Vektorraume.

(a) Die Menge
Hom(V;W)=f' : V! W' istlinearg

der linearen Abbildungen V ! W wird mit den Verknipfungen

(1+'2)(V)="1(M)+"2(v) und ( ")v)= (V)
zu einem K -Vektorraum.

(b) GiltdmV = n und dimW = m und sind By und By geordnete Basen von V und W,
so ist die Abbildung

Hom(V;W)! K™" mit ' 7!'g," 8, ;

die einer linearen Abbildung ' : V I W die Matrix g,, ' g, 2 K™*" zuordnet, ebenfalls
linear, d. h. es gilt

Bw (1t ' 2)By =By ( 1)By T By ( 2)By, UNd By ( )Bv = Bw By -

(c) Die Abbildung aus (b) ist sogar ein Vektorraum-lsomorphismus zwischen Hom(V; W)
und K ™" d. h. nach Wahl der beiden geordneten Basen entspricht jeder linearen Ab-
bildung genau eine Matrix und umgekehrt. Daher gilt

dimHom(V; W) =dim V dimW :

Satz 4.15 (Matrix zur Komposition)
Seien V, W und Z drei endlich-dimensionale Vektorrdume mit geordneten Basen By, Bw und
Bz sowie' : V! Wund :W! Z linear.

(a) Es qgilt

B, ( )By = B, Bw Bw By

d.h. man erhélt die Matrix der Komposition, indem man die Matrizen der einzelnen
Abbildungen multipliziert.

(b) Sei' bijektiv. Setzt man dannin (a) Z = V, Bz = By und ="' "1, so folgt

| = By (idV)BV = By (I o )Bv = Bv (I _l)BW Bw By ;

d. h. zur inversen Abbildung gehort auch die inverse Matrix.
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Satz 4.16 (Basiswechsel fur Vektoren)
Seien V ein n-dimensionaler Vektorraum und B und BMzwei geordnete Basen von V. Dann
gibt es genau eine invertierbare Matrix T 2 K ™" genannt Basiswechselmatrix, so dass

vgo=Tvg 8v2V:

Der umgekehrte Basiswechsel wird durch die inverse Matrix vermittelt, d. h.

-1

vg=T ~vgo 8v2V:

Die Matrix T ist
T= Bo(idv)BZ

Satz 4.17 (Basiswechsel fur Abbildungen)
Seien V ein n-dimensionaler Vektorraum mit zwei geordneten Basen By und B{/, W ein m-
dimensionaler Vektorraum mit zwei geordneten Basen By und By, und ' : V ! W linear.
Dann gilt

Bo,  BY = B2, (Idw)ey Bw By By (idv)go :

Haufig schreibt man dies kiirzer als
AP= STIAT:

Beispiel 4.18 (Basiswechsel fur Abbildungen)
Seien ' : R3! RS linear, E = (e;; &);e3) die Standardbasis des R® und

1 1
5 7 8

A=g = L[4 6 sl2R¥S:
112

Man rechnet leicht nach, dass auch B = (by;bp;bs) mit by = (1;1;0)T, b, = (3;1;1)T und
bs=( 1; 2;1)T eine Basis des R? ist. Dann gilt

57 8 1 1 20 1

3
e'e=¢ £ e(drs)g= 4 6 L1111 20=1[21p 20C1
112 01 1 00 1

Wegen g(ids)e = (e(idgz)) ™t folgt weiter

C_1 I | - C1C 1 1
1 3 1 2 0 1 2 00

AD: Bl B — B(id]R3)E El B — @1 ZIZII—Z——IO 2‘—_“—O—IO OI—I
01 1 0 0 1 0 01

Insgesamt war dies eine Basistransformation der Form A”= T~1AT, da By = Bw = E und
B = By = B (in der Notation von Satz 4.17).
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5 Determinante und Spur

Definition 5.1 (multilinear, alternierend)
Seien V ein n-dimensionaler K -Vektorraum und V"=V V I K eine Abbildung.

(@) heilt (n-fach) K -multilinear, falls jede der Abbildungen

Vi 7V (V1;:iii5Vn)
linear ist, d.h. fur alle 1; 22 K und vy;:::;va;we;we 2 V gilt
(V10003 Vk—1; 1W1+  2W2;Vi+1;:11;Vn)
= 1 (V4TS Ve W Vi 55 Vn) + 20 (Va5 V=1 W23 Vikr1; 1S Vin)

(b) Ein multilineares  heil3t alternierend, falls

vi= v firi 6 k =) (vi;::05vp) =0
gilt.
Beispiel 5.2 (multilinear, alternierend)
Die beiden Abbildungen ; :R? R2?! R mit
(V;w) = viwg + Vows (V;w) = viwy  Vowy

sind 2-fach R-multilinear. ist alternierend, nicht.

Satz 5.3 (\Vektorraum)
Sei V ein n-dimensionaler K -Vektorraum.

(a) Die Menge der multilinearen Abbildungen auf V bildet einen K -Vektorraum.

(b) Die Menge der alternierenden Abbildungen auf V bildet einen Unterraum der multili-
nearen Abbildungen. Dieser Unterraum besitzt Dimension 1.

(c) Sei V = K", Dann ist nach (b) jede alternierende Abbildung : K" KNt K
ein skalares Vielfaches von

"L KN K™1 K alternierend; "(e;:::;en)=1:

Definition 5.4 (Determinante)
Die eindeutig bestimmte alternierende Abbildung " auf K" aus Satz 5.3c heiflt die Determi-
nante

det: K" KMl K: }
Im Folgenden werden wir die n Vektoren in der Determinante fast immer als n  n-Matrix
au [assen, d. h. wir betrachten die Abbildung det: K™ ! K. Diese ist damit multilinear als

Funktion der Spalten der eingesetzten Matrix. Sie ist nicht K -linear im tblichen Sinne, d. h.
es gilt nicht det(A + B) = det A +det B! Falls es nicht zu Verwechselungen kommen kann,

schreiben wir auch
11 Ain

ni ann
fur die Determinante einer Matrix (ajx) 2 K "=,
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Satz 5.5 (Rechenregeln)

(a) Die Determinante ist linear in jeder Spalte, d. h. fir alle 1; 22 K und vy;v, 2 K" gilt
det(i::; va+ ovo;ii)= qdet(i:i;vy i)+ odet(iii;vepiid):
(b) Aus (a) folgt fur alle 2 K und A 2 K™" unmittelbar

det(A )= "detA:

(c) Die Determinante ist alternierend, d. h. fur alle v 2 K" gilt
det(:::;v;::;v;::)=0:

(d) Aus (c) folgt fur alle vq;v, 2 K"

Die Umkehrung (d)) (c) ist nur richtig, wenn 16 1in K ist. Aber es kann 1= 1
gelten, z.B. fir K = TF,.

(e) Die Determinante andert ihren Wert nicht, wenn ein Vielfaches einer Spalte zu einer
anderen Spalte addiert wird.

Satz 5.6
(a) Es gilt detA =0, falls eine Spalte von A der Nullvektor ist.
(b) Es gilt detA =0, falls die Spalten von A linear abhéngig sind.
(c) Sind hingegen die Spalten von A linear unabhéngig, so ist detA 6 0.
(d) Die folgenden Aussagen tber A 2 K ™" sind aquivalent:

i. Die Spalten von A bilden eine Basis des K .
ii. Die Matrix A ist invertierbar.
iii. Die Matrix A hat vollen Rang.
iv. Es gilt detA 6 0.
v. Das Gleichungssystem Ax = bist fur jedes b2 K" eindeutig l6sbar.

Definition und Satz 5.7 (Permutationen)

(a) Eine bijektive Abbildung :f1;:::;ng ! f 1;:::;ng heit eine Permutation (auf n
Elementen).

(b) Die Menge der Permutationen auf n Elementen bildet bezltglich Komposition eine (fur
n 3 nicht-abelsche) Gruppe, die sogenannte symmetrische Gruppe oder Permutations-

gruppe Sp.

(c) Eine Permutation, die genau zwei Elemente vertauscht, heillt eine Transposition.
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(d) Jede Permutation kann als Produkt von Transpositionen geschrieben werden. Dabei ist
die Anzahl der Transpositionen, die man verwendet, nicht eindeutig, wohl aber, ob diese
Anzahl gerade oder ungerade ist. Dementsprechend bezeichnen wir eine Permutation als
gerade oder ungerade.

Definition und Satz 5.8 (Determinante mit Signum)

(a) Die Abbildung sgn:S,!'f 1, 1g mit

1
1 falls gerade;

sgn =
1 falls ungerade
heilt das Signum.

(b) Es gilt
sgn( )=sgn sgn; sgn( Y =sgn 8; 2S,:

(c) Fur A =(ajx) 2 K™ gilt

1 1
1 1 1
detA = det &i;1€ip; 1015 aj,n€, = ai;1 ai,ndet(ei;:::;6i,)
= sgn a = sgn a a =det AT: }
g oW1  Bon)n g 11(1) nt(n)
0[S =0 1S54

Diese Darstellung ist zum Rechnen wenig nttzlich, liefert aber (aufer der wichtigen Aussage
detA =det AT) die folgenden Entwicklungsformeln:

Hauptsatz 5.9 (Entwicklungsformel flir Determinanten)
SeiA=(ak) 2K n=n,

(a) Es qilt
detA =det AT:

d. h. alle Aussagen aus den Satzen 5.5 und 5.6 gelten genauso flr Zeilen anstatt Spalten.

I |
detA = ( 1)"™Kaj detAjy;
k=1

wobei A 2 K (=D>(=1) ays A entsteht, indem man die i-te Zeile und die k-te Spalte
streicht. Man nennt dies Entwicklung nach der i-ten Zeile.

1
detA = ( 1)'+kaik det Ak :
i=1

Man nennt dies Entwicklung nach der k-ten Spalte. }
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Dies ist neben Satz 5.5e der wichtigste Satz, um Determinanten zu berechnen, da er die
Determinante einer n  n-Matrix auf solche von (n 1) (n 1)-Matrizen zurtckfihrt. Es
ist geschickt, nach einer Zeile oder Spalte zu entwickeln, die viele Nullen enthalt, weil dann
viele Summanden in der Entwicklungsformel sofort verschwinden. Ansonsten kann man sich
solche Nullen durch geeignete Zeilen- und Spaltenumformungen erzeugen. Wir wollen nun
einige Determinanten ausrechnen.

Satz 5.10 (kleine Determinanten)

(@) Fureine 1 1-Matrix gilt % E:
11 apn -

Links stehen Determinanten-Striche, kein Betrag!

11 a12 .
E Eﬁ apdy azain:
21 a2

Dies ist genau die alternierende Abbildung aus Beispiel 5.2.

(b) Fir eine 2 2-Matrix gilt

(c) Fureine 3 3-Matrix gilt die Regel von Sarrus

11 A1z ai3
21 Qg2 a3 F Auidpdzz t Qipdzzazy t aAizdzias?
31 dz2 ass .
dzi1adzpadiz  aAzpdzzdil  agzaziaiz:
Diese Regel muss aber nicht unbedingt die glinstigste Methode zur Berechnung sein.

Definition und Satz 5.11 (diagonal, dreieckig)
SeiA=(ak) 2K n=n,

(a) A heillt diagonal oder eine Diagonalmatrix, falls ajx =0 fir alle i 6 k.
(b) A heif3t eine (linke) untere Dreiecksmatrix, falls ajx =0 fir alle i <k .
(c) A heil3t eine (rechte) obere Dreiecksmatrix, falls ajc =0 fur alle i >k .

(d) A heil3t eine Dreiecksmatrix, falls (b) oder (c) gilt.

(f) Ist A eine Dreiecksmatrix (oder sogar diagonal), so ist die Determinante gleich dem
Produkt der Diagonaleintrage.

Beispiel 5.12 (Determinanten)

(a) Wir berechnen die Determinante der Matrix aus Beispiel 3.10a, also

0O 1 O 0O 0 O
1 1 1 1 2 1
12 1 2 12 0 2
11 1 1 11 2 1
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Entwickeln nach der ersten Zeile ergibt

2 1 2 1
=( )t 1 0o 2 0o 2
2 1 0 2

Entwickeln nach der zweiten Spalte ergibt
=( D™ (2 % 22@2 (4+4)=16:

(b) Wir berechnen

2 0 o0 E?’ 6@[ EZE
6 1207 ( A OG 450

5 3 6
8 6 12
(c) Seien a;b2 R und 1 -
b a a
A= B B,
a
a a b

Um die Determinante zu berechnen, subtrahieren wir die erste Zeile von den Zeilen 2

bis n, also =
b a a a a H
b ba 0 0 0 o
b 0 b a : P H
detA = : ]
: : b a 0 0 H
b O 0O b a O 5
b 0 0 0 b aY
Nun addieren wir die Spalten 2 bis n allesamt zur ersten und erhalten
th Lla+b a a a a H
- 0 b a 0 0 0 M
H o 0 b a o
detA = [ : : ' -
= : ~ b a o0 0 H
5 0 0 0O b a O E
=0 0 0 0 b a

Nun ist eine obere Dreiecksmatrix entstanden, d. h. es gilt

] ] _
detA= (n la+b(b a"*:
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a af ar 1
P (ax  a&):
an a% aﬂ_l 1<i<k=n
Die Matrix hei8t die VVandermonde-Matrix von ai;:::;an, und die Formel kann mit-
tels Induktion nach n bewiesen werden. Aus dieser Determinanten-Darstellung erhalt
man sofort: Die Vandermonde-Matrix ist genau dann invertierbar, wenn die az;:::;an
paarweise verschieden sind.
(e) Wir zeigen, dass f1;x;x2;:::;x" g P (R) linear unabhangig ist. Sei also o+ 1x+
oX%+ i+ p—1x"1 =0 fur alle x 2 R. Durch Einsetzenvon x =1,Xx=2,...,X=n
erhalten wir n Gleichungen fir die ¢;:::; n—1, namlich
C 1
1 1 1 1 1 [ 1C_1I1T 1
+{2 2 on—1 L9 0
. . 0 |_|: |——H'_|; ;
1 n n nn-1 n—1 0

Dies ist aber gerade eine Vandermonde-Matrix aus (d) mit ax = k. Sie ist also invertier-
bar, d. h. das homogene lineare Gleichungssystem besitzt nur die triviale Losung. Damit
ist alles gezeigt.

Hauptsatz 5.13 (Determinanten-Multiplikationssatz)
() Fir zwei Matrizen A;B 2 K ™" gilt
det(A B)=det A detB:

(b) Ist A 2 K™ invertierbar, so erhalt man aus (a)

_ 1
det(A™) = ToiA

Satz 5.14 (Cramersche Regel)

(@) Sei Ax = bein lineares n  n-Gleichungssystem mit invertierbarer Matrix A = ( ajx).
Dann ist

1
detA

11 k-1 b agk+1 ain

Xk = : :
ni Ank-1 bn ank+1 ann
die k-te Komponente der eindeutigen Lésung x = A~th.

(b) Setzt man in (a) b= ¢ ein und entwickelt die Determinante nach der k-ten Spalte, so

folgt n N
a1 ag k—1 ag k+1 ain [

( 1)k & ais a Qi—1nH

(A Yy = %l—l,l i—1k—1 &i-1k+1 i—1,n[]

detA [@&i+11 Aj+1,k—1  &j+1k+1 ai+1,n[]

—an1 an k-1 an k+1 ann —
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5. DETERMINANTE UND SPUR LINEARE ALGEBRA

(c) Die Formeln in (a) und (b) sind flur die Praxis unbrauchbar, mit einer Ausnahme: Fir
n=2 gilt

1 [l 1 1
ain a o _ 1 ap  an .
a1 ax ajjazy aziaiz a1  aun

Definition und Satz 5.15 (Spur)
() Die Abbildung Spur: K™"1 K mit
1
SpurA = (A)kk
k=1
heilt Spur. Die Spur ist also die Summe der Diagonaleintrage.
(b) Die Spur ist linear, d.h. es gilt
Spur(A+ B)=Spur A+SpurB; Spur(A)= SpurA 8 2K 8A;B 2 K™":
(c) Klarerweise gilt
Spur(AT)=Spur A 8A 2 K™":
(d) Es gilt
Spur(AB) = Spur(BA) 8A2 K™ 8B 2 K™M:

Man beachte, dass die Matrizen rechteckig sein dtrfen, sofern AB und BA definiert und
guadratisch sind.

Hauptsatz 5.16 (Invarianz)
Seien A 2 K ™M beliebig und T 2 K ™" invertierbar.

(a) Die Determinante ist invariant unter Basistransformationen, d. h. es gilt

det(T IAT) = det A:

(b) Die Spur ist invariant unter Basistransformationen, d. h. es gilt
Spur(T XAT) = Spur A: }

Dieser wichtige Satz erlaubt die folgende Definition:

Definition 5.17 (Determinante, Spur von Abbildungen)
Seien V ein n-dimensionaler K -Vektorraum und ' : V! V linear.

(a) Durch
det' =det(g' B)

wird die Determinante det: Hom(V;V) ! K definiert, wobei rechts die Matrixdetermi-
nante auf K "M steht und B eine beliebige geordnete Basis von V ist.
(b) Durch
Spur' =Spur(g' B)

wird die Spur Spur: Hom(V;V) ! K definiert, wobei rechts die Matrixspur auf K "
steht und B eine beliebige geordnete Basis von V ist.

Wegen Satz 5.16 sind beide Objekte wohldefiniert, d.h. unabhangig von der Basis B. Man
beachte, dass' von V nach V (und nicht etwa nach W) abbildet.
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6 Normen und Skalarprodukte

In diesem Abschnitt sei durchgehend K = R oder K = C, weil die Begrilelbeispielsweise
fur K = F, keinen Sinn ergeben. Zunachst verallgemeinern wir den Begri Cder ,Lange“ eines
Vektors:

Definition 6.1 (Norm)
Sei V ein K -Vektorraum. Eine Abbildung k k: V! TR heilt eine Norm auf V, wenn gilt:

(a) Die Abbildung ist nicht-negativ und definit, d. h.
kvk 0 und kvk=0 | v=0 8v2V:

(b) Die Abbildung ist homogen, d. h.
kvk=jjkvk 8 2K 8v2V:

(c) Es gilt die Dreiecksungleichung, d.h.
kv+ wk k vk+ kwk 8v;w2V:

Wir nennen dann das Paar (V;k k) einen normierten Raum.
Definition und Satz 6.2 (adjungierte Matrix)

(@) Ist A = (aj) 2 C™ N, so heilt die Matrix A2 C"™™ mit dem Eintrag ay; an der
Stelle (i;k) die zu A adjungierte Matrix. A™~ntsteht also aus A durch Transponieren
und eintragsweises Konjugieren.

(b) Es gilt
(A+B)-E= A BY (AL AH8 2C 8A;B 2 c™N;
(AB)-E BFAH 8a 2 ¢™*P 8B 2 CP*";
(A"HELE (AHTT 8A 2 €™ mit detA60:
(c) Fur alle A2 C™" ist
det(AY'= detA; Spur(AY'= SpurA:

(d) Fir den den Fall A 2 R™™" interpretieren wir einfach

AR AT
Beispiel 6.3 (Normen)
(@) FlUr jedesp 1ist I
[ I I
L i
I F Jvii®
ivn | k=1

P
eine Norm auf dem K", die sogenannte p-Norm. lhre Dreiecksungleichung, d.h. die
Ungleichung kv + wk, k vk, + kwk,, wird auch Minkowski-Ungleichung genannt.

Farp=2 eBtst_eht die besonders haufig benutzte sogenannte Euklid-Norm kvky, und es
gilt kvk, = * vh¥l Die zweitwichtigste Rolle spielt wohl die Eins-Norm fir p=1.
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6. NORMEN UND SKALARPRODUKTE LINEARE ALGEBRA

(b) Die durch I

—V1 —
|
M |

1
= max JkaaZfl """ ng

auf K" definierte Norm heillt die Maximumsnorm oder Unendlich-Norm. Man bezeich-
net sie auch als eine p-Norm, und zwar fur p= 1 , daher die Notation.
(c) Ist A 2 C™" regulér, so ist
p__
kvk = kAvk, =  vIALAv

eine Norm auf C".

(d) Man kann auch Normen auf Matrizen definieren: Zum Beispiel heien die Normen

1 —1
™1
kAki = max jaik] 2110, ;
-
1
kAKe = max ja.kj 2f1::::mg ;
k=
@
KAKg = JalkJ
i=1 k=1

die Spaltensummennorm, Zeilensummennorm und Frobenius-Norm fur eine Matrix A =
(aik) 2 ¢mxn,

(e) Etwas ahnliches wie in (a) und (b) kann man auch fir stetige Funktionen machen: Auf
V = (([a; b; C) wird durch

PP
(x)Hdx fir p<1 ;
%pa%(x)a& 2 [a;dl:lfijr p=1

furalle p 2 [1;1 ] eine Norm auf V definiert, die sogenannte LP-Norm (bzw. L °°-Norm).
Man beachte, dass die Stetigkeit wesentlich fir die Normeigenschaften ist — warum? }

kf k|_p =

Wir wollen nicht zu sehr in die Analysis abdriften, aber geben trotzdem die Definition eines
Banachraums an. Danach kehren wir mit den Skalarprodukten zur linearen Algebra zuriick.

Definition 6.4 (Banachraum)
Sei (V;k k) ein normierter Vektorraum.

(a) Wir sagen, eine Folge (vn)n V konvergiert gegen ein v 2 V, falls
kv vk! Ofirn!'l
(b) Eine Folge (va)n V heiBt eine Cauchyfolge, falls

8">0 9ng2 N 8nim ng: kvnh vmk<":
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(©

(d)

(V;k k) heilt vollstandig, falls jede Cauchyfolge konvergiert. Man sagt auch, dass V
bezlglich k k vollstandig ist.

Ein vollstandiger normierter Vektorraum heit Banachraum.

Beispiel 6.5

@
(b)

©

Jeder endlich-dimensionale Vektorraum ist bezlglich jeder Norm vollstandig.

Der Vektorraum C([a; b]; R) ist bezuglich der L °>-Norm (die man auch Supremumsnorm
nennt) vollstandig, nicht aber beziiglich der anderen LP-Normen mit p < 1 . Die Kon-
vergenz beziiglich der Maximumsnorm ist ndmlich nichts anderes als die gleichmaRige
Konvergenz, und nach einem Satz aus der Analysis ist der gleichméRige Limes stetiger
Funktionen wieder stetig.

Der Vektorraum V = CY{(R;R) ist beziiglich der Supremumsnorm nicht vollstandig,
denn: Wir definieren eine Funktionenfolge (f,)n durch
1
fa(x)= X2+ = mit fix)= :
n(x) - a0 = e

O ledbar gilt also f, 2 V fur alle n 2 N. Wir zeigen, dass f, gegen f mit f (x) = jx]|
konvergiert, also

Fheo) f(x)H:Ex2+%jxj Pt X ey gL

X2+ 1=n+ jXj 1=n ’

d.h.

Die Grenzfunktion f der Folge (fn)n ist aber nicht dilerknzierbar, also ist V nicht
vollstandig bezlglich der Supremumsnorm.

Definition 6.6 (Skalarprodukt)
Sei V ein K -Vektorraum. Eine Abbildung h; i:V VI K heit ein Skalarprodukt auf V,
wenn gilt:

(a) Die Abbildung ist definit, d. h.

hv;vi 0 und Hhv;vi=0 | v=0 8v2V:

Aus der ersten Bedingung folgt insbesondere, dass hv;vi 2 R.

(b) Die Abbildung ist linear im zweiten Argument, d.h.

hv; w1+ owoi = jhv;wii + shv;wei 8 1 22K 8v;wy;we 2 Ve

(c) Die Abbildung ist hermitesch (fur K = R symmetrisch), d. h.

hw;vi=h/;wi 8viw2V:
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6. NORMEN UND SKALARPRODUKTE LINEARE ALGEBRA

Wir nennen dann das Paar (V;h; i) einen Skalarproduktraum. Ferner nennen wir einen endlich-

dimensionalen Skalarproduktraum tber IR einen euklidischen Raum und tber C einen unitaren
Raum.

Beispiel 6.7 (Skalarprodukte)

(a) Durch

_ 1
hv;wio = VicW
k=1

wird das euklidische Skalarprodukt oder Standardskalarprodukt auf C" definiert. Dieses
—und nur dieses — schreiben wir kirzer auch als v w. Hier lassen wir den Skalarprodukt-
punkt niemals weg. Eine andere mogliche Notation ist viw; darin ist die Multiplikation
das Matrizenprodukt. Fir n =2 und K = R ist dies gerade das aus Beispiel 5.2.

(b) Ist A 2 C"" regulér, so ist

hv;wi = PAv; Awi, = (Av) Aw) = viA HAw
ein Skalarprodukt auf C".

(c) Durch
hA;Bi = Spur(A'B)

wird ein Skalarprodukt auf C™>" definiert.

(d) Durch
M
H;gij2= f (x) g(x)dx

wird das L?-Skalarprodukt auf C([a;b; C) definiert.

Satz 6.8 (Norm aus Skalarprodukt)
Sei (V;h; 1) ein Skalarproduktraum.

(a) Durch —
kvk=  hv;vi 8v2V

wird eine Norm auf V definiert. Diese Norm betrachten wir immer auf einem Skalarpro-
duktraum. Ist V mit dieser Norm vollstandig, so nennen wir (V;h; i) einen Hilbertraum.

(b) Es gilt die Parallelogrammgleichung

kv + wk? + kv wk? = 2kvk® + 2kwk® 8v:w2 V :

Sei nun andersherum (V;k k) ein normierter Raum.

(c) Es gibt genau dann ein Skalarprodukt h; i zur Norm k k, das (a) erfullt, wenn die
Parallelogrammgleichung (b) erfullt ist.
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LINEARE ALGEBRA 6. NORMEN UND SKALARPRODUKTE

(d) Das in (c) erwahnte Skalarprodukt kann durch die Polarisierungsformel

[1
%gv+ wk?® kv wk? fur K

%‘ 2 P Y
7 v+ wks kv wk Zkv+|wk k v iwk fur K

I
&

hv;wi =

I
Q

aus der Norm zurtickgewonnen werden.

Beispiel 6.9 (Normen aus Skalarprodukten)

(@) Von den p-Normen (p 2 [1;1 ]) auf C" erfillt nur die Euklid-Norm (p = 2) die Paralle-
logrammgleichung. Das zugehorige Skalarprodukt ist das euklidische.

(b) Zum Skalarprodukt
hv:wi = viAAw

auf C" mit regularem A 2 C"*" gehért die Norm

kvk = kAvKk; :
(¢) Zum Skalarprodukt
hA;Bi = Spur(A'B)
auf C™M™*" gehoért die Frobenius-Norm.

(d) Von den LP-Normen (p 2 [1;1 ]) auf C([a; b]; C) erfiillt nur die L?-Norm die Parallelo-
grammgleichung. Das zugehorige Skalarprodukt ist das L2-Skalarprodukt.

Definition und Satz 6.10 (Cauchy-Schwarz)
Sei (V;h; 1) ein Skalarproduktraum.

(a) Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

a/;wiak vkkwk 8v;w?2 V :

(b) Ist K = R, so gilt nach (a)

hv; wi ] .
KWK 1 8v;w2Vnf0g;
d. h. durch N
;Wi .
[(v]w) = arccos KWK 2 [0; ]

wird eindeutig der Winkel zwischen v und w definiert.

Definition 6.11 (orthogonal)
Sei (V;h; 1) ein Skalarproduktraum.

(a) Die Vektoren v;w 2 V heiRen orthogonal, falls hv;wi = 0. Wir schreiben dann v ? w.
(b) Wir schreiben v ? M flr einen Vektor v 2 V und ein Teilmenge MV, falls v ? w fur

allew?2 M.
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6. NORMEN UND SKALARPRODUKTE LINEARE ALGEBRA

(c) Wir schreiben M ? N fiir zwei Teilmengen M;N  V, falls v ? w fir alle v2 M und
w2 N.

(d) Ein Vektor v 2 V heit normiert, falls kvk = 1. Hierzu ist natlrlich nur eine Norm und
nicht unbedingt ein Skalarprodukt notwendig.

Definition 6.12 (OGS, ONS, OGB, ONB)

(c) Ein OGS, das eine Basis von V ist, heil3t eine Orthogonalbasis (oder kurz OGB) von V.

(d) Ein ONS, das eine Basis von V ist, hei8t eine Orthonormalbasis (oder kurz ONB) von
V.

Beispiel 6.13

skalarprodukts.

(b) Fir jedes 2 R ist o P
cos _ sin
sin ' cos

eine ONB des R? beziiglich des Standardskalarprodukts.

(c) Die Standardbasis fEjc ji 2 f1;:::;mg; k 2 f1;:::;ngg des R™" bzw. C™ " (siehe
Satz 3.2) ist eine ONB beziiglich des Skalarprodukts hA;Bi = Spur(A™B) (siehe Bei-
spiel 6.7¢).

(d) Wir betrachten den R-Vektorraum C([ ; ];R) mit dem L?-Skalarprodukt. Dann ist
das unendliche trigonometrische System

T = fug;uz;va;uz;ve; g
mit L 1 L
Uo(X) = p?; uk(x) = p=coskx); w(x)= p=sin(kx) 8k 2 N

ein ONS, d. h. jede endliche Teilmenge ist ein ONS, denn fur alle k;~ 2 N gilt

- -
hug; uki = Uo(X)uk(x)dx =0 = Uo(X)Vi(X)dx = hug; Vi ;
- m
hu; udh= uk(ux)dx = kcF Vk(X)velx) dx = hvi; vis;
-y -
huy; v = U GOVEX)dx = 0;  kugk? = Uo(X)upg(x)dx =1
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Man kann sich nun fragen, ob dies eine Basis ist und was im unendlichen-dimensionalen

Fall derunter zu verstehen ist. Wir flhren folgenden Begri[—€in: Wir nennen das ONS

T vollstandig, weil es zu jedem f 2 C([ ; ];R) und jedem "> 0 Koe [ziehten ¢; 1;
1; 2, 2;..: gibt, von denen nur endlich viele ungleich 0 sind, so dass

) il |
uo+  ( kUk+ kw) fF[F"

k=1

Mit anderen Worten: f kann beziiglich der L2-Norm beliebig gut durch eine Linearkom-
bination von endlich vielen Funktionen aus T approximiert werden.

Hauptsatz 6.14 (Gram-Schmidt-Verfahren)
Seien (V;h; |) ein Skalarproduktraum und fvy;:::;vmg V linear unabhéngig. Dann gibt es

LH(ug;:::;uk) =LH( vy i v) furalle k 21 1;:::; mg.
Ist insbesondere fvy;:::;vmg eine Basis, so ist fuy;:::;umg eine ONB.
Dieses ONS kann mit Hilfe des Orthonormal|S|erungsverfahrens von Gram-Schmidt wie
folgt konstruiert werden: Fir k =1;:::;m setze
bk = V| ‘ hui; v ug; Uk = .
k — k ir Vk 1 k — ku‘kk .

i=1

Beispiel 6.15 (Gram-Schmidt-Verfahren)

(a) Wir wollen aus C1 11 I

C1OrT11
—1 1 1 0 1
v [ = [olll = L3Il
0 1 1
eine ONB des R beziiglich des Standardskalarprodukts konstruieren. Wir rechnen
1 1
b= vy = (211 P S s |
0 th K 2 9
CIr 1 CIr 1 11 C_ 11
1 1 1 1 " 1 1
=V, (Up Vz)ul_lgll B |1||—|2| A dy,= 2 = g 1
thk
0 2 2
tr =
:I_1_IJ_EI_1_LI_LI1II—I§I1II;I u3:%:pl__lj_ll;:I
2 1 o 3 1

(b) Wir wollen aus f 1;x;x2;:::;x"g eine ONB von P,(RR) beziiglich des L?-Skalarprodukts
Uber [ 1;1] konstruieren. er setzen vi(x) = xK und rechnen

tho 1

1
U'O=V0=lv uozkuok: @dtgzzp_z,
-1
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6. NORMEN UND SKALARPRODUKTE LINEARE ALGEBRA

L1
(-
o1 = vy hug;viiug = x } tdt = x; u-ul-fmxﬁ- §X'
T TenRem s T Pokek T T g2 2T
o = Vo h ug;vaiug huq;voiu u, = %2 - x? % =

2 2 0y V2l Ug 1, ValUg 2 Ketok I_I_h__l(tz l)zdtLl_/z

! s
= x2 }ljljtzdt §I:1]t3dtx—x2 1 = §(3x2 1);
N 2 2 N 3 8 ’

usw. Diese Polynome sind bis auf die Vorfaktoren die Legendre-Polynome. Die Menge

() Man kann zeigen, dass auch

-
£00909

H;gi =
g -1 1 x2

ein Skalarprodukt auf P (IR) ist. (Man beachte, dass das Integral uneigentlich ist!) Dann

1 ]
Tk(x) = cos karccosk) fur x 2 [ 1;1]

das sogenannte k-te Tschebysche [=Holynom ist. Die Tschebysche [=Holynome finden in
vielen Gebieten Anwendung, so z. B. auch bei den Tschebysche [=Hiltern.

Definition und Satz 6.16 (orthogonales Komplement)
Sei (V;h; i) ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum.

(a) Fur eine beliebige Teilmenge MV heilit
M fv2Vijv? Mg
das orthogonale Komplement von M . Dieses ist ein Unterraum von V.
(b) Fur eine beliebige Teilmenge MV ist
M B5T=LH(M); M B LH(m)
Ist U bereits ein Unterraum, so gilt

(uHT2 u:

(c) Far jeden Unterraum U gilt

dimU +dim UYdim Vv :
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Definition und Satz 6.17 (Fourierreihe)

Seien (V;h; i) ein Skalarproduktraum und fby;:::;b,g eine ONB von V. Dann gi s fur
jeden Vektor v 2 V eindeutig bestimmte Koe [ziehten 1;:::; n, S0 dass v = k=1 Kkbx.
(Das ist Satz 2.7.) In diesem Kontext heil3en sie die Fourierkoe [ziehten von v, und es gilt
k=g vi:

Die Darstellung

1

v= h;vib
k=1

Beispiel 6.18 (Fourierreihen)

Wir betrachten als Beispiel nur die klassischen Fourierreihen beziglich des trigonometrischen
Systems T aus Beispiel 6.13d. Istalsof : [ ; ]! IR stetig (mit einer schwachen Zusatzbe-
dingung, die zu starke Oszillationen verbietet) und istf ()= f( ), so gilt punktweise

| 1
f(X) = oUo(x)+ KUk(X) + kvk(x)  8x2[ ; 1;
k=1
und nach Satz 6.17 gilt fir die Koe [ziehten
1 U
0= hug;fi= 9—2_ f (x)dx;
1 =
p—

k= hug;fi f (x) cos(kx)dx;

A
k= hv;fi= p= f (x) sin(kx)dx:
Tt

Betrachtet man T -periodische stetige Signale f : R ! R (mit obiger Zusatzbedingung), so gilt

ay  EBLH1 . iy 2
f)= ?+ a cosk!t )+ besin(k!t ) mit ! = T
k=1
mit den sogenannten Eulerschen Formeln
2 - 2 -
ag = T f(t)cosk!t )dt 8k 2 Np; k= T f(t)sin(k!t )dt 8k 2 N:
0 0

Um der Reihenentwicklung einen mathematischen Sinn geben zu kénnen, muss f nicht ste-
tig sein. Die Fourierreihe konvergiert auch fir das unstetige Rechteck- oder Sagezahnsignal,
allerdings nicht mehr zwangslaufig gegen f . Fir allgemeinere Aussagen bendtigt man einen
allgemeineren Integral- bzw. Konvergenzbegri (]
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7 Polynome

Wir wollen im Folgenden die Polynome ein wenig genauer kennenlernen und missen dazu noch
ein paar Worte Uber Ringe verlieren. Wir formulieren einige Eigenschaften tiber Ringe etwas
allgemeiner; allerdings setzen wir immer voraus, dass (R; +; ;0; 1) ein kommutativer Ring mit
Eins ist. Ein Beispiel, das wir gelegentlich betrachten, ist nicht-kommutativ, namlich K ">",
aber wir wollen in den Definitionen und S&tzen die Darstellung nicht unnétig verkomplizieren.

Definition 7.1 (Teiler)
Seien a;b 2 R. Wir sagen, b teilt a bzw. dass b ein Teiler von a ist, falls es ein ¢ 2 R mit
a= b cgibt. Wir schreiben daflir bj a. Ist b kein Teiler von a, so schreiben wir b [a.

Definition 7.2 (Ringelemente)

(a) Ein Element a 2 R heil3t eine Einheit, falls es invertierbar ist, d. h. falls es ein b2 R mit
a b=1 gibt. Die Menge der Einheiten bezeichnen wir mit R™.

(b) Ein Element a 2 R nf0g hei3t irreduzibel, wenn es keine Einheit ist und gilt: Aus einer
Zerlegung a = b c folgt, dass b oder c eine Einheit ist. Andersherum: a kann nicht als
Produkt zweier Nicht-Einheiten geschrieben werden.

(c) Ein Element a 2 R nf0g heillt prim oder Primelement, wenn es keine Einheit ist und
gilt: Aus ajb cfolgt ajboder ajc. In Worten: Teilt ein Primelement ein Produkt, so
teilt es bereits einen Faktor.

(d) Ein Element a 2 R nf0g heil3t ein Nullteiler, falls es ein Teiler der Null ist, d. h. falls
eseinb2 RnfOg mita b=0 gibt. Wir nennen den Ring nullteilerfrei, wenn es keine
Nullteiler gibt.

Satz 7.3 (Ringelemente)
Jedes Element a 2 R gehort genau einer der folgenden vier Mengen an:

(a) Die Menge fOg mit der Null.

(b) Die Menge R> der Einheiten. Diese bildet mit der Ringmultiplikation eine abelsche
Gruppe, d.h. das Produkt zweier Einheiten und das Inverse einer Einheit sind wieder
Einheiten.

(c) Die Menge der irreduziblen Elemente.

(d) Die Menge aller anderen Elemente, die als reduzibel bezeichnet werden.

Definition und Satz 7.4 (Polynomring, Grad)

(a) Die Menge aller Polynome

&. n2N0; ..... Cn2K

Cct™;
k=0

in einer Variablen t 2 K ist fur jeden Korper K beztglich der ,normalen* Addition und
Multiplikation ein kommutativer Ring mit Eins. Diesen bezeichnen wir mit K [t], und
dies hat drei Grinde:
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Unter P(K) verstehen wir einen K -Vektorraum, die Schreibweise K [t] soll den
Ringcharakter betonen.

Die Notation K [t] erlaubt auch Polynomringe der Form R[t] (Uber einem allgemei-
nen Ring anstatt einem Korper) und K [ty;t2] (Polynom in zwei Variablen).

K [t] ist die in der Algebra gebrauchliche Schreibweise, insbesondere wegen der
\orteile aus dem letzten Punkt.

(b) Wir definieren durch
Grad: K[t]! No[flg ; Gradf = maxfm 2 No j ¢m € 09 :ur: 58 ;
ur f =

den Grad eines Polynoms. Das Nullpolynom hat also Grad 1 , alle konstanten Poly-
nome (ungleich 0) haben Grad 0.

(c) Fir den Grad gilt
Grad(f g)=Grad f +Grad g 8f;g 2 K[t]:
Im Falle f =0 oder g=0 sind beide Seiten gleich 1

Beispiel 7.5 (Ringelemente)

(a) In jedem Korper K gibt es nur die Null und Einheiten, denn jedes a 2 K nf0g ist nach
Definition invertierbar. Also ist K> = K nf0g.

(b) Im Ring Z der ganzen Zahlen ist 0 die Null. Invertierbar sind genau die beiden Zahlen

1, d.h. z* = f1; 1g. Dies ist gerade die Gruppe aus Beispiel 1.4f. Die irreduziblen

Elemente (hier dasselbe wie die Primelemente) sind f 2; 3; 5; 7;::.g; die positiven
Primelemente von 7Z heillen auch Primzahlen. Alle anderen Elemente sind reduzibel.

Die Zahl 15 ist nicht irreduzibel, da 15 = 3 5 eine Zerlegung in ein Produkt von zweli
Nicht-Einheiten ist. Die Zahl 15 ist nicht prim, denn z.B. gilt 15j 6 10, aber sowohl
156 als auch 15 [10.

7 ist nullteilerfrei.

(c) Wir betrachten den Polynomring K [t] in der Variablen t Gber einem Korper K . Die Null
in K [t] ist das Nullpolynom, also das Element vom Grad 1 . Invertierbar sind genau
die konstanten Polynome aufer der Null, also gilt

K[t~ = h K [t] Hradf =0

Jedes Polynom vom Grad 1 ist irreduzibel. Das folgt sofort aus Satz 7.4c wegen 1 =
Gradf = Grad(gh) = Grad g+ Grad h, also Gradg = 0 und Gradh = 1 oder anders-
herum, d. h. g oder h ist eine Einheit. Die Umkehrung gilt nicht: Das Polynom t2+1 ist
irreduzibel in R[t], obwohl es Grad 2 besitzt. Es ist reduzibel in C[t], denn (t +i)(t i)
ist eine Zerlegung in zwei Nicht-Einheiten. In F,[t] gilt t? +1 = (t+1)2, weil 2t = 0,
hier ist es also auch reduzibel. Man kann zeigen, dass t" 2 fiir jedes n 2 N irreduzibel
in Q[t] ist.

K [t] ist nullteilerfrei; auch das folgt mit der Gradformel.
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(d) Wir betrachten den Matrizenring K "*". Die Null ist die n  n-Nullmatrix. Eine Cha-
rakterisierung fur die Invertierbarkeit von Matrizen kennen wir schon, namlich

- -
(K=< = TATp K nxn et 60

Da der Ring nicht kommutativ ist, ist diese Einheitengruppe nicht abelsch. Spater werden
wir ihr im Zusammenhang mit anderen Matrizengruppen einen Namen geben.

Bleibt noch zu klaren, welche Matrizen irreduzibel bzw. reduzibel sind. Dazu erinnern
wir an Satz 4.13a: Sei A 2 K™" mit0O<r = RangA<n.(r =0 und r = n sind
ja schon einsortiert.) Dann gibt es invertierbare Basiswechselmatrizen S;T 2 K"™", so
dass

STIAT = e Orx<-n  ~ p.
o(n—r)><r o(n—r)><(n—r)

Daraus folgt mit D = DD
A=SDT 1= sDD)Tt=(sD)yDT}):

Da weder SD noch DT ~ invertierbar ist, ist dies eine Zerlegung in zwei Nicht-Einheiten.
Der Matrizenring besitzt also keine irreduziblen Elemente.

Weiter stellen wir fest: Jede reduzible Matrix A 2 K"™" (also 0 < RangA < n) ist
ein Nullteiler: Dazu wéahlen wir v 2 Kern A nicht-trivial und ergdnzen v mit n 1
Nullvektoren des K™ zu einer n  n-Matrix B. Dann gilt AB = 0, obwohl A 6 0 und
B 6 0. Der Matrizenring ist also keineswegs nullteilerfrei; statt dessen gibt es ,ziemlich
viele* Nullteiler.

Definition und Satz 7.6 (algebraisch abgeschlossen)

(a) Ein Korper K heilt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom aus K [t] vom Grad
groRer-gleich 1 eine Nullstelle in K besitzt.

(b) Seien K algebraisch abgeschlossen und f = k;=0 otk 2 K[t] vom Grad n 1. Dann
gibt es bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmte, nicht notwendigerweise verschiedene

f()=ca(t a) (t an):

Man sagt, das Polynom f zerfalle in Linearfaktoren; dies sind gerade die Ausdriicke der
Formt ay.

Hauptsatz 7.7 (Fundamentalsatz der Algebra)
Der Koérper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen, d.h. jedes Polynom aus
C[t] vom Grad groRer-gleich 1 zerfallt in Linearfaktoren.

Satz 7.8 (irreduzible Polynome)
In Beispiel 7.5¢ haben wir festgestellt, dass jedes Polynom vom Grad 1 irreduzibel ist. Welche
von héherem Grad es ebenfalls sind, hangt vom Kdérper ab:

(@) In CJt] sind alle Polynome vom Grad groRer-gleich 2 reduzibel. Dies folgt aus dem
Fundamentalsatz der Algebra.
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(b) Ein Polynom f 2 RR[t] zerfallt nattrlich Gber C in Linearfaktoren. Ist a 2 C nR eine
Nullstelle, so ist auch a eine Nullstelle. Also ist (t a)(t a)= t> (2Rea)t+ jaj? 2 R][t]
ein Teiler von f. Da die komplexen Nullstellen immer paarweise konjugiert auftreten,
muss ein Polynom von ungeradem Grad eine reelle Nullstelle besitzen. Dies kann man
auch analytisch mit dem Zwischenwertsatz beweisen. Das Polynom t2 2 hat hingegen
in Q[t] keine Nullstelle. Man beachte, dass der analytische Beweis in () scheitert, weil
dort der Zwischenwertsatz nicht gilt.

(c) Aus (b) folgt, dass alle Polynome aus R[t] vom Grad groRer-gleich 3 reduzibel sind. Fir
ein Polynom t2 + pt+ ¢ vom Grad 2 kénnen beide Félle auftreten. Die pg-Formel liefert,
dass es genau dann irreduzibel ist, wenn p? < 4q gilt. In Beispiel 7.5¢ haben wir bereits
angemerkt, dass t" 2 2 QJt] fur jedes n 2 N irreduzibel ist, d.h. es gibt irreduzible
Polynome von beliebig hohem Grad. Fur f = t*+1 2 R[t] gilt die Zerlegung

t“+1:(t2+p§t+1)(t2 IO§t+1);

und die beiden Faktoren auf der rechten Seite sind irreduzibel. Man beachte, dass f
reduzibel ist, obwohl es keine Nullstelle besitzt. Wir halten fest:

(d) Sei f 2 KJ[t] mit Gradf 2. Hat f eine Nullstelle a 2 K, so ist f reduzibel; das ist
klar, weil dannt a ein Faktor von f ist. Andersherum gilt: Ist Gradf 3 und hat f
keine Nullstelle, so ist f irreduzibel.

(e) Endliche Korper sind nicht algebraisch abgeschlossen: Sei K ein endlicher Kérper mit g
Elementen. Dann gibt es g? Polynome vom Grad 2, namlich t? + ct+ d fir c;d 2 K,
und es gibt g2 Mdglichkeiten, zwei Polynome vom Grad 1 miteinander zu multiplizieren,
namlich (t a)(t b) fira;b2 K. Allerdingsist (t O)(t 1)=(t 1)t 0),d.h.
zumindest zwei Produkte liefern dasselbe Polynom vom Grad 2. Damit wird nicht jedes
der g Polynome vom Grad 2 erzeugt, d.h. mindestens eines ist irreduzibel.

Wir Uberpriifen dies fur den Kérper IF» mit zwei Elementen: Es ist (t  0)(t 0) = t?,
(t Ot 1)=(t 1)t 0)=t?+tund(t 1)(t 1)=t?+1.(Beachte 1=1 und
2 = 0.) Das einzige Polynom, das nicht als Produkt vorkommt, namlich t> + t + 1, ist
tatsachlich irreduzibel. }

Wir wollen davor warnen, dass der Koe [ziehtenvergleich aus Beispiel 2.5d zu trivial wirkt.
Wahr ist: Jedes vom Nullpolynom verschiedene Polynom hat nur endlich viele Nullstellen. Der
Umkehrschluss, dass ein Polynom mit nur endlich vielen Nullstellen nicht das Nullpolynom
ist, ist im Allgemeinen nicht richtig — und zwar genau Uber den endlicﬁﬂ(brpern nicht. Sei
K = fay;:::; 899 ein endlicher Kérper mit g Elementen. Dannistf = [ _;(t ax) 2 K[t] ein
Polynom vom Grad g, und es gilt f (a) = 0 fUr alle a2 K nach Konstruktion. Das Nullpolynom
besitzt natdrlich dieselben g Nullstellen. Hier gilt also der Koe [ziehtenvergleich nicht, denn
f ist o[edbar nicht das Nullpolynom.

Dadurch entsteht eine Subtilitat in der Notation: Beispielsweise Uber [, gilt die Unglei-
chung t2 + t 6 0, wenn beide Seiten als Polynom in IF,[t] aufgefasst werden. Demgegeniiber
gilt natiirlich die Gleichung a?+ a = 0, wenn beide Seiten als Koérperelement in IF» aufgefasst
werden (denn 02+0=12+1=0).

Definition 7.9 (Integritatsbereich, faktoriell)

(a) Einen kommutativen nullteilerfreien Ring mit Eins nennen wir einen Integritatsbereich.
Um den Nullring fOg auszuschlieen, fordern wir noch 16 0.
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(b) Wir nennen einen Integritatsbereich faktoriell, wenn jedes reduzible Element eine bis
auf Einheiten und Reihenfolge eindeutige Zerlegung in ein Produkt aus primen bzw.
irreduziblen Elementen besitzt. }

Die Tatsache, dass wir im Folgenden Kommutativitat, Nullteilerfreiheit, Existenz einer Eins
und eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren verlangen, weil wir nur noch von fak-
toriellen Integritatsbereichen sprechen wollen, erleichtert das Verstandnis und fuhrt zu noch
starkeren Eigenschaften des Polynomrings.

Beispiel 7.10 (faktoriell)
(a) Z ist ein faktorieller Integritatsbereich. Beispielsweise gilt
60=22 ( 3) 5=( 2) 5 3 2:

Diese beiden Zerlegungen von 60 stimmen bis auf Reihenfolge und Einheiten (Z> =
f1; 1g) uberein. Eine Zerlegung einer positiven ganzen Zahl in positive Primelemente
(Primzahlen) heif3t Primfaktorzerlegung.

(b) K[t] ist ein faktorieller Integritatsbereich. Wir wollen ein vom Nullpolynom verschie-
denes Polynom normiert nennen, falls der hdchste Koe [zieht 1 ist. Jedes normierte
Polynom kann dann bis auf Reihenfolge eindeutig als Produkt von irreduziblen normier-
ten Polynomen geschrieben werden.

Definition 7.11 (Ideal)
(a) Eine Teilmenge | R eines kommutativen Rings R heiflt ein Ideal von R, falls:

i. | ist nicht leer.
ii. | ist abgeschlossen beztglich Addition, d. h.

i+j21 8ijj 21:
iii. | ist abgeschlossen beztiglich Multiplikation mit einem Ringelement, d. h.

ri2l 8r2R 8i2l:

(b) Ein Ideal I heillt ein Hauptideal, falls es ein Element a 2 R gibt, so dass

| =fr ajr 2 Rg:
Wir schreiben dann auch | = aR oder | = (&) und nennen | das von a erzeugte Ideal
bzw. a einen Erzeuger von I.
(c) Das Ideal
(ag;::;am)=friaa+ i+ rmamjriy:ii;rm2 Rg
heillt das von as;:::;am erzeugte ldeal.

(d) Ein Ring heil’t ein Hauptidealring, wenn jedes seiner ldeale ein Hauptideal ist.

Beispiel 7.12 (ldeale)
(a) In jedem Ring R gibt es die trivialen Ideale fOg und R.
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(b) Wir untersuchen die ldeale eines Korpers: Seien | 6 f0g ein Ideal von K und i 2 |
mit i 6 0. Nach den Kdrperaxiomen ist i invertierbar, also i~* 2 K, und daraus folgt
1=i"1 i21l.Istnun a2 K irgendein Kérperelement, so folgta= a 12 I, d.h.
I = K. In einem Korper gibt es also nur die beiden trivialen Ideale.

(c) % ist ein Hauptidealring, und jedes Ideal ist von der Form (n) = nZ mit n 2 Nq. Fir
(0) = fOg und (1) = Z ergeben sich die beiden trivialen Ideale, flr n 2 entsteht
das Ideal, das alle durch n teilbaren Zahlen enthalt. Beispielsweise ist (5) = f0;5; 5;
10, 1G;:::g.

Man kann sich nun fragen, was mit ldealen der Art | = (4;6) ist. Die Schreibweise
suggeriert, dass | kein Hauptideal ist. Oledbar gilt 2 =( 1) 4+1 62 |, und man
sieht leicht, dass | = (2) ; es handelt sich also doch um ein Hauptideal. Allgemein kann
man zeigen, dass

als Erzeuger.

(d) Auch K t] ist ein Hauptidealring, d. h. jedes Ideal ist von der Form (f ) = fK [t] fur ein
geeignetes f 2 K t].

Satz 7.13 (Einsetzhomomorphismus)
Wir verallgemeinern den Einsetzhomomorphismus aus Beispiel 4.2g wie folgt: Seien A 2 K "*"
bzw. V ein n-dimensionaler K -Vektorraum und ' : V ! V linear. Dann ist
Co+ Cit+ 1iiCme1t™ T+ cut™ 7! colp+ CLA+ i+ ot AMTE 4+ AT
bzw.
Co+ Cit+ 1iiCme1t™ T+ cnt™ 7! coidy + ' + it Cney ™Mty ™

ein K -Algebrenhomomorphismus K[t] ! K™" bzw. K[t] ! Hom(V;V). Einem Polynom
wird also eine Matrix bzw. eine lineare Abbildung zugeordnet, indem die Potenzen t¥ durch
die Potenzen AK bzw. ' X ersetzt werden. Dabei muss man beim konstanten Term aufpassen:
t% muss durch A% = I, bzw. ' ® =idy ersetzen werden.

Definition und Satz 7.14 (Minimalpolynom)
Seien A 2 K™ pzw. V ein n-dimensionaler K -Vektorraum und ' : V ! V linear.

(a) Die Menge
U = VL= N B -
f2K[t]H(A)=02K bzw. f 2 KJ[t]YH (" )=0 2 Hom(V;V)

ist ein Ideal von K [t]. Es enthélt alle Polynome, die zur Nullmatrix bzw. Nullabbildung
werden, wenn man A bzw. ' einsetzt.

(b) Die Teilmengen
1 1 ]

T ACAZAS AN T pzw, ddy:ht 2 3
von K ™" bzw. Hom(V;V) sind aus Dimensionsgriinden linear abhangig, d.h. es gibt
ein vom Nullpolynom verschiedenes Polynom f 2 K [t] von héchstens Grad n?, so dass

f(A) = ckAg =02K™" pzw. f(')= ' Ez 0 2 Hom(V;V):
k=0 k=0
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() Wegen (b) ist das Ideal in (a) nicht das Nullideal f0g. Nach Beispiel 7.12d ist aber
K [t] ein Hauptidealring, d.h. es gibt ein f 2 K|[t] n f0g, so dass das Ideal aus (a)
gerade (f) = fK [t] ist. Der eindeutig bestimmte normierte Erzeuger des Ideals heilt
das Minimalpolynom A bzw. ¢ von A bzw. ' .

Beispiel 7.15 (Minimalpolynome)

Wir betrachten die Matrix —1 1
_ 10 18 2%2 .
A= 6 11 2 R7*“:
Fir beliebige cy;:::;¢c4 2 R rechnen wir
1 11 1
'Ek' G 10c; 8¢, 283  4dcy 18c; 18, 54c3 90cs 1 0 0
— 6ci+6C, +18c3+30c; o+ 1lc +13c, +35c3+61c, 0 O °
Dies ist ein homogenes lineares 4  5-Gleichungssystem flr die Variablen cp;:::;cs mit der
allgemeinen Loésung C 11 PR | S | B | I | B B O
Co 5 0 0
fal 1 2 a)
Er 1 2 9
e+21H U1 5H2
€3 0 i 1
Csq 0 0 1

Der erste Losungsvektor entspricht wegen ¢z = ¢4 = 0 einem Polynom vom Grad 2, ndmlich
2+t t2. An der Lésungsmenge erkennen wir, dass es kein Polynom vom Grad 1 geben kann,
also a()=t2 t 2

Dies ist eine sehr aufwéandige Weise, das Minimalpolynom zu berechnen, da ein lineares
Gleichungssystem mit n? Gleichungen und n? + 1 Variablen zu lésen ist. Wir werden im
Abschnitt Gber die Eigenwerte feststellen, dass sogar allgemein Grad a n (und nicht nur

n?) gilt und dass wir ein anderes Polynom ,geschenkt* bekommen, von dem wir wissen,
dass A ein Teiler ist. Aullerdem sehen wir dort auch die Motivation fiir das Minimalpolynom
und ahnliche Begri[e.l }

O [edbar sind wir endlich wieder zur linearen Algebra, namlich zur Theorie der Matrizen
und linearen Abbildungen, zuriickgekehrt. Wir haben eine sehr abstrakte Definition flr das
Minimalpolynom einer Matrix angegeben. Dazu haben wir eine Menge definiert, ndmlich die
der Polynome f mit f (A) = 0, und festgestellt, dass diese Menge ein Ideal von K [t] ist.
Mit dem Argument, dass K "*" endlich-dimensional ist, haben wir festgestellt, dass dieses
Ideal nicht nur aus dem Nullpolynom besteht. Da jedes Ideal von K [t] ein Hauptideal ist,
wird es von einem Polynom erzeugt, und einen solchen normierten Erzeuger nennen wir das
Minimalpolynom.

Ein solcher abstrakter Zugang liefert in der Regel eine allgemeine Theorie mit eleganten
Beweisen. Der Zugang erweist sich als unhandlich, wenn man ,lediglich* rechnen méchte, wie
das vorige Beispiel gezeigt hat. Im folgenden Abschnitt Uber Eigenwerte werden wir daher
wieder sehr konkret werden.

Definition 7.16 (Division mit Rest)
Sei R ein Hauptidealring. Ferner sei : Rnf0g ! Ny eine Abbildung, so dass es zu allen
a;b2 R nf0g zwei Elemente g;r 2 R gibt mit

a=q b+r mit r=0 oder (r)< (b:

54



LINEARE ALGEBRA 7. POLYNOME

Dann sprechen wir von einer Division mit Rest in R; g heil3t der Quotient und r der Rest der
Division. Falls eine Abbildung zusammen mit einer Division mit Rest existiert, nennen wir
R einen euklidischen Ring.

Beispiel 7.17 (Division mit Rest)

(a) Wir betrachten Z mit (a) = jaj. Dann besagt die Division mit Rest: Fir ganze Zahlen
a;b6 0 gibt es ganze Zahlen q;r mita= gb+ r und jrj < jb. Fir a=67 und b= 35
gilt z.B.a=( 2)b 3. Dies ist die ,ganz normale“ schriftliche Division mit Rest.

(b) Wir betrachten K [t] mit (f) = Grad f . Dann besagt die Division mit Rest: Fur Poly-
nome f;g 6 0 gibt es Polynome g;r mit f = gqg+ r und Gradr < Gradg. In diesem
Fall sind q und r sogar eindeutig bestimmt: Gilt namlich f = qg+ r = g'g+ r& so folgt

o=f f=(q q¥g+(r rY. Wegen Grad(r r% < Gradg nach Voraussetzung muss
g = g“und damit auch r = rPsein.

Diese Division mit Rest ist die Polynomdivision. Zum Beispiel gilt
22 2+t 3=(2t+5)(t? 3t+2)+(12t 13)

mit Gradr =1 < 2 = Grad g.
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8 Eigenwerte

Definition 8.1 (Eigenwert, Eigenvektor)

(@) Ein Skalar 2 K heit ein Eigenwert von einer quadratischen Matrix A 2 K ™" falls
es einen Vektor v 2 K" nf0g gibt, so dass die Eigenwertgleichung

Av = v
erflllt ist. Ein solches v heilt dann ein Eigenvektor von A zum Eigenwert

(b) Ein Skalar 2 K heil3t ein Eigenwert von einer linearen Abbildung ' 2 Hom(V;V),
worin V ein beliebiger K -Vektorraum ist, falls es einen Vektor v 2 V nfQ0g gibt, so dass
die Eigenwertgleichung

)= v
erfullt ist. Ein solches v heilst dann ein Eigenvektor von ' zum Eigenwert . }
Die Eigenwerttheorie funktioniert nur fir quadratische Matrizen bzw. fir lineare Abbildungen
von einem Vektorraum in sich selbst, sogenannte Endomorphismen. Das liegt daran, dass
auf der linken Seite der Eigenwertgleichung ein Bildvektor steht, auf der rechten Seite aber

ein Vielfaches eines Urbildvektors. Prinzipiell kann der Vektorraum, auf dem die Abbildung
operiert, auch unendlich-dimensional sein.

Definition und Satz 8.2 (Eigenraum)
Sind vi;:::;vm Eigenvektoren zu einem Eigenwert von A 2 K™" dann ist auch jede
Linearkombination ein Eigenvektor. Wir definieren also den Eigenraum von A beziiglich als

Eig(A; )= fv2K"jAv= vg:

Er enthalt alle Eigenvektoren zum Eigenwert und den Nullvektor.
Wegen Av=v () (A | ,)v=0gilt

Eig(A; )=Kern(A | ,):

Ist 2 K kein Eigenwert von A, so gilt Eig(A; )= f0g.
Alle Aussagen bleiben richtig, wenn man K" durch einen K -Vektorraum V, A durch eine
lineare Abbildung* : V! V und I, durch idy ersetzt.

Beispiel 8.3 (Eigenwerte, Eigenvektoren)

(a) Wir betrachten die Matrix

—1 —1
5 7 8
A= L4 6 gL2RR>?
11 2
aus Beispiel 4.18. Wir berechnen Kern A, d. h.
—1 1 1 1 1 —1
5 7 8 0 2 2 0O 0 O
L 46 6FQL L1 Lol 2 2(pCt] Lol 1 1oL
1 1 2 11 2 11 2
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(b)

©

und daraus folgt Kern A = LH((3 ;1;1)T). Es gilt also
_ | L0
Eig(A;0)=LH (3;1,1)" ;
insbesondere ist 0 ein Eigenwert von A. Das Gleichungssystem (A  3l3)v =0 hingegen

besitzt wegen
1 1 —1 1 1
0 1 16 0O 0O 6
1 10%IZI
1 1

7 8
3 6oL+ Lol 1 10001 Lol
1 1 1 1 1 1

- L]

nur die triviale Lésung, d. h. 3 ist kein Eigenwert von A.

Wir betrachten die lineare Abbildung ' : Po(R) ! P »(R) mit' (f) = xf ™+ f @ Um die
Eigenwerte von ' zu bestimmen, benutzen wir die Eigenwertgleichung ' (f) = f und
eine Darstellung f (x) = a+ bx+ cx?. Einsetzen liefert

x(b+2cx)+2c= (a+ bx+ cx?) (2c a)+(1 bx+(2 )ex?=0:

Da die Menge f 1; x; x 2g linear unabhangig ist, missen alle drei Koe [Ziehten 0 sein. Wir
unterscheiden drei Falle:

= 2: Dann folgt b=0 und 2c 2a =0, d.h. a= c. Damit ist 2 ein Eigenwert
von ' mit dem Eigenraum

Eig(; 2)= fa+ bx+ cx*jb=0; a= cg=LH(L+ x*):

=1: Dann folgtc=0, also auch a =0, d.h.a=0. Damit ist 1 ein Eigenwert
von ' mit dem Eigenraum

Elg(l! 1): fa+ bX+ CXZj a= C:Og:LH( X):

2 f1;2g9: Dann folgt b= ¢ =0, also auch a = 0. Da a6 0 sein muss (sonst
waref =0), muss =0 sein. Damit ist 0 ein Eigenwert von ' mit dem Eigenraum

Eig("; 0) = fa+ bx+ cx?jb=c=0g=LH(1) :

Man sieht leicht, dass B = (1+ x2; 1;x) eine Basis von P,(IR) ist. Mit Satz 4.11b erhalten
wir fur die Matrix von ' bezlglich dieser Basis

L_1 L1
2 00

B'le—E‘O OIII
0 0 1

Es ist kein Wunder, dass diese Matrix diagonal ist; wir werden diese Erkenntnis in einem
der folgenden Satze prazisieren.

Sei' die lineare Abbildung, die eine reelle Folge um ein Glied nach links schiebt, d. h. das
k-te Glied des Bildes der Folge (an)n sei ax+1. Mathematisch genau gilt' : "(R) ! “(R)
mit (' ((an)n))x = ak+1. Anschaulich sehen wir sofort, dass 1 ein Eigenwert ist, denn
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jede konstante Folge wird auf sich selbst abgebildet. Wenn wir die Eigenwertgleichung
verwenden, sehen wir

1O
(a2;ag;au;::) =" (an)n = (an)n=(as; az as;ii);

oder allgemein ayx+; = ay fur alle k 2 N. Gibt man sich eina; 2 R undein 2 R
beliebig vor, so erhalt man daraus die eindeutig bestimmte Folge (a;; a 1; 2a;; %a;
::2). Sie ist das aj-fache der Folge (1; ; 2; 3;:::), und diese ist niemals der Nullvektor
in "(R). Somit ist jedes 2 IR ein Eigenwert von ' mit dem Eigenraum

) | s 3 —
Eig(t )=LH (L; 5 %)
Satz 8.4 (lineare Unabhangigkeit)
Sind vq;:::;vm Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten 1;:::; m von A 2
K "N dann ist fvy;:::;vmg linear unabhangig in K ". Fir zwei Eigenwerte und mit 6

gilt insbesondere Eig(A; )\ Eig(A; )= f0g.

Die Aussage gilt wieder genauso fur eine lineare Abbildung ' : V! V.

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind also linear unabhéngig. Insbesondere
kann ein Vektor hochstens zu einem Eigenwert gehdren. }

Dieser Satz liefert sofort, dass B in Beispiel 8.3b eine Basis von P,(IR) ist.
Definition 8.5 (diagonalisierbar)

() Eine Matrix A 2 K ™" hei3t diagonalisierbar, wenn es eine regulare Matrix T 2 K™=
gibt, so dass
TTIAT 2 K™

eine Diagonalmatrix ist.

(b) Eine lineare Abbildung ' : V ! V mit einem n-dimensionalen K -Vektorraum V heif3t
diagonalisierbar, wenn es eine geordnete Basis B von V gibt, so dass

g g2 K™"

eine Diagonalmatrix ist.

Definition 8.6 (Ahnlichkeitstransformation)
Zwei Matrizen A;B 2 K ™" heiBen ahnlich, wenn es eine regulare Matrix T 2 K ™" gibt, so
dass

B =T !AT:

Wendet man also eine Basistransformation auf A an, so ist die entstandene Matrix ahnlich zu
A. Sind andersherum zwei Matrizen ahnlich, so gibt es eine Basistransformation, die die eine
in die andere Uberfihrt.

Sind V endlich-dimensional, B und B™zwei geordnete Basen von V und ' : V! V linear,
so sind g' g und go' go ahnlich. (Das sagt Satz 4.17.) Sind andersherum die Matrizen g' g und
A &hnlich, so gibt es eine geordnete Basis BY so dass go' go = A. }

Fasst man die beiden letzten Definitionen zusammen, so erhalt man: Eine Matrix ist genau
dann diagonalisierbar, wenn sie ahnlich zu einer Diagonalmatrix ist. Gelegentlich werden solche
Matrizen daher auch diagonaldhnlich genannt.
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Definition und Satz 8.7 (charakteristisches Polynom)
Das durch
a(t) =det(tl, A)

definierte normierte Polynom A 2 KJt] vom Grad n heilt das charakteristische Polynom
einer Matrix A 2 K™ Firein 2 K gilt dann

A()=0 0 | n A istsingular
(A | 3)v=0 hat nicht-triviale Lésungen () ist Eigenwert von A:

Daher sind die Eigenwerte von A genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.
Hauptsatz 8.8 (Invarianz)

(a) Zwei ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom. Dies folgt sofort aus
der Rechnung

o, P i R v ]
s(t)=det(tl, B)=det tT 4,T T AT =det T (I, AT

=det(T Y det(tl, A)detT = a(t)detT = A(t)

1
detT
aufgrund des Determinanten-Multiplikationssatzes 5.13.

(b) Wegen (a) kann man auch einer linearen Abbildung ' : V ! 'V mit einem n-dimensio-
nalen K -Vektorraum V ein charakteristisches Polynom zuordnen. Wir definieren

o() = a(l)

mit einer Matrix A = g' g 2 K™ zu ' bezlglich einer beliebigen geordneten Basis B
von V. Das Ergebnis ist nach (a) unabhédngig von der gewéhlten Basis.

Hauptsatz 8.9 (Diagonalisierbarkeit)
Eine Matrix A 2 K™ " jst genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis von K" aus
Eigenvektoren von A gibt. In diesem Fall stehen die Eigenwerte von A in der Diagonale der
Diagonalmatrix, und in der k-ten Spalte der Transformationsmatrix T steht ein Eigenvektor
von A zu dem Eigenwert, der an Position (k; k) in der Diagonalmatrix steht.

Dies kann man wie folgt einsehen: Sei A 2 K ™" diagonalisierbar, d.h. es existiert eine
Diagonalmatrix D = (djx) und eine regulare Matrix T = (tjx) mit TD = AT . Multiplizieren
wir mit e¢ von rechts, so folgt

C 11 C 11
1% t1k
dkk E;IE'Tdkkek = TDekx= ATec= A EIEI
thi th
Also ist (t1x;::::thk) T ein Eigenvektor von A zum Eigenwert dyy.

Definition und Satz 8.10 (Vielfachheiten)
Sei A 2 K™ mit charakteristischem Polynom

| S— m
A= ()™,
i=1
wobei die Eigenwerte 1;:::; g paarweise verschieden seien.
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(a) Der Exponent m; hei3t die algebraische Vielfachheit oder algebraische Multiplizitéat des
Eigenwerts . Aus Gradgrunden gilt my + :::+ my = n, also auch mj n fir allei.

(b) Die Dimension
dimEig(A; i)
heilt die geometrische Vielfachheit oder geometrische Multiplizitat des Eigenwerts ;.
Dies ist also die Anzahl der linear unabhangigen Eigenvektoren zu ;.

(c) Esgilt
1 dimEig(A; i) m; 8i2fl;:::;kg:
Insbesondere folgt dimEig(A; i) =1, fallsm;=1.
Beispiel 8.11 (charakteristisches Polynom, Diagonalisierbarkeit)
(a) Wir betrachten erneut die Matrix

1 1
5 7 8
A= L[4 6 glL2IR>3
112
aus Beispiel 8.3a. Fur das charakteristische Polynom erhalten wir
+5 7 8 2 7 8 7 8
At)=H4 t 6 6 2t 6 6 (t 2 t 6 6
1 1t 2 0 1t 2 1t 2
! 8 +1 2 L] L
=(t 2 t+1 2 (t 2 (t 2 (t+21)(t 2)+2
1t 2 1t 2

=(t 2)(t2 )=ttt L 2):

A hat also die Eigenwerte 0, 1 und 2, und alle haben die algebraische Vielfachheit
1. Daher haben auch alle die geometrische Vielfachheit 1. Durch Losen der linearen
Gleichungssysteme (A 0l3)v=0, (A 1ll3)v=0 und (A 2l3)v =0 erhalten wir die
Eigenrdume

. L] U C] ey 1 L+
Eig(A;0)=LH (3;1;1)" ; Eig(A;1)=LH (1,2, 1) ; Eig(A;2)=LH (1;1,0)" :

Somit gibt es eine Basis aus Eigenvektoren, d.h. A ist diagonalisierbar. Eine mdgliche
Transformationsmatrix_ist also
C_1

1 1
3 1 1 1 1 1
T=0 12 1L ¥ 7171=0L31 1 2L
1 10 3 4 5
und es gilt tatsachlich 1 1
0 0O
TaT = [p11 ol
0 0 2

Dass A diagonalisierbar ist und dass die Diagonalmatrix so ausschaut — unter Vernach-
lassigung der Reihenfolge — wissen wir aber schon, nachdem wir fir die Eigenwerte 0,
1 und 2 herausbekommen haben. Jeder Eigenraum liefert uns einen Vektor und damit
insgesamt eine Basis des R3. Das Produkt T ~XAT rechnet man also nur dann aus, wenn
man das Ergebnis Uberprifen mochte.
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(b) Gegeben sei die Matrix

1 1
1 3 3 3
_ 2 O 1 2 B) 4Ax4 .
A= 1 1 o 102 R*:
3 3 3 5
Fiar das charakteristische Polynom ergibt sich
+1 3 3 3 2 0 0O 2t
() = 2t 1 2 2t 1 2
AVTH1L 1 t+2 1 1 1 t+2 1
3 3 3 t 5 3 3 3t 5
0 0 1 0 0 0
_ 2 t 1 2 2t 1 0
=201 1 442 2 (t 281 1 t+2 o
3 t 5 3 3 2

3
= (¢ 2)2§ Hlﬂ(t P2+ 2 (2D

Die Eigenwerte von A sind also 2 und 1, und beide haben die algebraische Vielfachheit
2. Fur den Eigenraum von 2 erhalten wir

(- i N — (I — 1
3 3 3 3 11 1 1 1101
2] 2 1 2P o] o 3 o= gJo1o0
o 1 4 1 ol o 3 o0pp= ol oo oppl=
3 3 3 3 0 0 0 O 0 000

also _ ] . L0
Eig(A;2) =LH (1;1,0,0)";(1,0,0;1)" ;

d. h. die geometrische Vielfachheit von 2 ist 2. Eine éhnliche Rechnung zeigt, dass
_ | L0
Eig(A; 1)=LH (0;1; 1,0)" ;

d. h. dieser Eigenraum ist im Gegensatz zum ersten nur eindimensional, die geometrische
Vielfachheit von 1 ist also nur 1. Insgesamt gibt es also nur drei linear unabhangige
Eigenvektoren von A, die o[edbar keine Basis des R* bilden, d.h. A ist nicht diagona-

lisierbar.
(c) Gegeben sei die Matrix I%I 1|:|
— 2x2.
A= 1 0 2 R4

Man sieht leicht, dass das charakteristische Polynom a(t) = t?+ 1 ist, das aber keine
reelle Nullstelle besitzt. A hat also keine reellen Eigenwerte und damit gar keinen reellen
Eigenvektor, also ist A nicht diagonalisierbar tber R. Dass es keine reellen Eigenvektoren
gibt, ist nicht verwunderlich. Gilt namlich Av = v fur 2 Rund v = (vy;v2)" 2 R?,

50 folgt i o [
kk=v v =v Av= " V2. —p.
V2 Vi
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Also gilt =0 oder v =0, aber auch 0 ist kein Eigenwert.

Uber € hat A sehr wohl zwei Eigenwerte, namlich i und i. Fur die Eigenvektoren

mussen wir dann zwei lineare Glelchungssysteme Uber C Iosen also
un :

Die Eigenraume sind Eig(A; i) = LH((i ;1)") und Eig(A; i) = LH((1 ;i) T). Uber C ist
die Matrix also sogar diagonalisierbar, und es gilt
L1 [ 1 1 1 1 L1 0 [ 1
- : -1_ =~ | : - 7-1pa7 = | .
T= 1 T = 5 1 P D=T AT 0 P }

Wir haben nun fir jede Matrix A 2 K "*" zwei Polynome definiert: das Minimalpolynom A
mit Grad A n? als Erzeuger eines Hauptideals und das charakteristische Polynom A mit
Grad A = n als Determinante. Diese Definitionen haben also scheinbar nichts miteinander
zu tun, aber der Schein trigt:

Hauptsatz 8.12 (Cayley-Hamilton)
Sei A 2 K"™" mit charakteristischem Polynom a und Minimalpolynom .

(@) Esqgilt A(A)=0 2 K™"  A(A) bedeutet, dass A in das Polynom A eingesetzt wird,
siehe den Einsetzhomomorphismus aus Satz 7.13.

(b) Daher liegt a im Ideal aus Definition 7.14 und ist damit ein Vielfaches von a. An-
dersherum geschrieben gilt also

Al A;
d. h. insbesondere Grad A Grad a = n. (Das Minimalpolynom teilt das charakteris-
tische Polynom.)

(c) Es gilt auch eine Art ,Umkehrung®: Es gibt ein k 2 N, so dass
NI
(Das charakteristische Polynom teilt eine Potenz des Minimalpolynoms.)

Beispiel 8.13 (Cayley-Hamilton)

Wir betrachten die Matrix —1 1
3 1 1
A=Li11 1L2R¥S:
1 1 1

Man berechnet analog zu den vorigen Beispielen

Al)y=(t 1t 2)%:

Nun setzen wir einmal A ein und erhalten

1 111 P
2 1 1 1 1 1
A(A)=(A I3)(A 23)2=0do 1014131 101
1 1 O 1 1 1
LTI 1 ] ] ]
2 1 1 11 1 0 0O
= 1o 10013 1 10=10g g ol
1 1 0 11 1 0O 0O
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entsprechend Teil (a) von Cayley-Hamilton. Nach (b) kann das Minimalpolynom a nur
1; t 1; t 2; (t 1t 2); (t 22; (t Dt 272

sein. Da aber nach (c) a eine Potenz von A teilen muss, muss A sowohlt lalsaucht 2
enthalten. Also bleibt nur a(t) = (t 1)t 2)oder a(t)=(t 1)t 2)2= a(t). Wie
oben rechnet man leicht nach, dass bereits (A 13)(A  2l3) die Nullmatrix ist; damit gilt

A =(t D 2). }

Falls eine Matrix nicht diagonalisierbar ist, kann man zumindest ho[ed, dass man sie durch
eine Ahnlichkeitstransformation in eine Dreiecksmatrix tiberfiihren kann. Dass auch das nicht
immer funktioniert, hat uns bereits Beispiel 8.11c gezeigt. Uber R hat diese Matrix keinen
einzigen Eigenwert, aber auch bei Dreiecksmatrizen sind die Diagonaleintrage die Eigenwerte.
Wir geben dhnlich wie bei diagonalisierbar eine exakte Definition von trigonalisierbar an und
formulieren danach einen abschlieBenden Satz.

Definition 8.14 (trigonalisierbar)

() Eine Matrix A 2 K"™*" heif3t trigonalisierbar, wenn es eine regulare Matrix T 2 K™
gibt, so dass
TIAT 2 K™

eine Dreiecksmatrix ist.

(b) Eine lineare Abbildung ' : V ! V mit einem n-dimensionalen K -Vektorraum V heif3t
trigonalisierbar, wenn es eine geordnete Basis B von V gibt, so dass

g g2 K™"

eine Dreiecksmatrix ist.

Satz 8.15 (diagonalisierbar, trigonalisierbar)
Sei A 2 K™ (Fur eine lineare Abbildung ' : V !V gelten die analogen Aussagen.)

(a) Aquivalent sind:

A ist diagonalisierbar.
Es gibt eine reguldre Matrix T 2 K "™", so dass T AT diagonal ist.
Es gibt eine Basis von K" aus Eigenvektoren von A.

Das charakteristische Polynom von A zerfallt in Linearfaktoren, und es gilt: Die
geometrische Vielfachheit ist gleich der algebraischen Vielfachheit fur jeden Eigen-
wert von A.

Das Minimalpolynom von A zerfallt in paarweise verschiedene Linearfaktoren.
(b) Aquivalent sind:

A ist trigonalisierbar.
Es gibt eine regulare Matrix T 2 K "™=" so dass T AT Dreiecksgestalt besitzt.
Das charakteristische Polynom von A zerfallt in Linearfaktoren.
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(c) Da C algebraisch abgeschlossen ist, zerfallt jedes Polynom in Linearfaktoren, so auch
das charakteristische Polynom jeder Matrix. Damit kann jede Matrix zumindest tber C
auf Dreiecksgestalt transformiert werden — vgl. nochmals Beispiel 8.11c.

(Das ist so allgemein nicht ganz richtig, wenn man irgendeinen Koérper K vor sich hat.
Korrekterweise musste man zum sogenannten algebraischen Abschluss von K Ubergehen;
fur K = Q oder K = R funktioniert dies dann mit C. Um beispielsweise eine Matrix,
die Uber IF, nicht trigonalisierbar ist, auf Dreiecksgestalt zu bringen, muss man sich
Gedanken Uber den algebraischen Abschluss von F, machen, woflir man mehr Theorie
braucht, als wir hier diskutieren wollen.) }

Eine Diagonalgestalt ist eindeutig bis auf die Reihe der Diagonaleintrage, bei einer Dreiecks-
gestalt gibt es weit mehr Mdglichkeiten. Zur weiteren Klassifikation gibt es die sogenannte
Jordan-Normalform, die auch fur nicht algebraisch abgeschlossene Korper (sogar flr jeden)
moglich ist und dann im Allgemeinen naturlich keine Dreiecksgestalt mehr besitzt. Eine An-
wendung davon (Uber C) ist z. B. die folgende:

Beispiel 8.16 (Matrixpotenz)
Gegeben sei die Matrix 1 [
_ 89 2x2 .

A= 4 4 2 R4,
und es soll A299% perechnet werden. Wir rechnen schnell aus, dass a(t) = (t +2)2, die
Matrix ist also Uber IR trigonalisierbar (Uber C erst recht). Der Eigenraum Eig(A; 2) =
LH((3;2)7) ist aber nur eindimensional, d.h. A ist nicht diagonalisierbar. Die Theorie der
Jordan-Normalform sagt nun: Setze A= A | » = A+2I,, wahle einen Vektor v; 2 Kern A?
beliebig und setze dann v, = Av;. A? ist aber die Nullmatrix nach Cayley-Hamilton. Wir
setzen und rechnen also

I e (R e |
T e 9 1 6
IS g V2TARLE e g Ty

Weiter sagt die Theorie, dass dann T = (vi;Vo) 2 R?*? regulér ist und die Matrix A auf
Dreiecksgestalt transformiert. Wir rechnen weiter
C1 [ 111 1 1 [C11 I [ 1
1 6 8 9 1 6 4 6 8 12 _ 2 0

1
— T-1aAT = - = -
J‘TAT‘04 4 4 0 4 4 0 1 4 8 1 2

Alle vier Eintrage sind wie gewtinscht: die Eigenwerte auf der Diagonalen, rechts oben eine 0,
und links unten sogar eine 1. Weiter folgt

A2009 — (TJT—1)2009 — (TJT—l)ZOOQTT—l — T(JT—lT)ZOOQT—l — TJ2009T—1:

Nun schreiben wir J = D + N, wobei D den Diagonalanteil und N den Nichtdiagonalanteil
von J enthalt. Einsetzen ergibt zunachst stur A29%° = T(D + N)2°99T 1 Auf die Potenz der
Summe wenden wir die binomische Formel an. Achtung: Das ist nur moglich, weil DN = ND
gilt! Ferner sehen wir, dass Nk =0 ist, falls k 2. Also folgt schlieBlich

L1
A2009 — T |_—%Iib9 D 2009—k |

k=0

1 1
kT—l =T D2009 +2009D2008N T—l
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LLL1 L1 L1 LIT1 CIT11
( 2)2009 0 + 2009 ( 2)2008 0 00 T
0 ( 2)2009 0 2)2008 10
L1 L1 L1 L[I11 LIl 1
=2 2008 T 2 0 T -1 _ 22005 1 6 2 0 4 6
1

2009 2 0O 4 2009 2 0

1  [I11 1 1] 1
— 2008 16 2 3 _ 22008 12056 18081 .
0 4 2009 3013 8036 12052 °

Die Rechnung vereinfacht sich drastisch, wenn die Matrix diagonalisierbar ist.

Satz 8.17
Sei A 2 K™ trigonalisierbar mit Eigenwerten 1;:::; 2 K. Dann gilt
1 1
detA = k und SpurA = K

weil die Determinante, die Spur und das charakteristische Polynom invariant unter Basistrans-
formationen sind. Ferner gilt

At) = t" (SpurA)t"l+ i+ (1) detA: }

Zum Schluss tberlegen wir uns noch, welche Polynome aus K [t] als charakteristisches Polynom
bzw. Minimalpolynom auftreten kénnen. Die vielleicht Gberraschende Antwort ist ,alle”, und
man kann sogar eine Matrix explizit hinschreiben:

Definition und Satz 8.18 (Frobenius-BegIeitliE\Hafﬁix)
Seien K irgendein Kérper, n 2 Nund p= t"+ | °5 otk 2 Kt] ein beliebiges normiertes

(a) Die Matrix - -

=

nxn

N

Fp=

0
1 ¢y

heilt die Frobenius-Begleitmatrix zum Polynom p.

(b) Es gilt
F =P und Fp= P
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Definition 9.1 (Projektion)
Eine Matrix P 2 K ™" mit P2 = P heifRt eine Projektion. }

Aus dieser Definition folgt bereits erstaunlich viel. Ist z. B. P invertierbar, so folgt nach Mul-
tipliktion mit P~ sofort P = |. Dies und vieles andere halten wir in einem Satz fest:

Satz 9.2 (Projektionen)
Sei P 2 K"™*" eine Projektion.

(a) Ist P invertierbar, so ist P die Einheitsmatrix.

(b) Wegen P? P =0 muss das Minimalpolynom p ein Teiler von t> t = t(t 1) sein.
Es gibt also nur die drei Falle

p()=t; pM=t 1; p()=1tt 1):

Im ersten Fall ist P die Nullmatrix, im zweiten die Einheitsmatrix und im dritten keine
von beiden.

(c) Aus (b) folgt mit Satz 8.15a, dass jede Projektion diagonalisierbar ist.

(d) Da das charakteristische Polynom dieselben Linearfaktoren wie das Minimalpolynom
hat, gilt
p(t)=t"""(t 1)" furein r2f0;:::;ng:

r =0 entspricht der Nullmatrix, r = n der Einheitsmatrix. Wegen der Diagonalisierbar-
keit gilt

dimEig(P;0) =dimKern P =Def P=n r;
dimEig(P;1) =dimBild P =RangP = r:
(e) Fur beliebiges v 2 K" sei
v=u+w mit u=Pv; w=v Pv:
Dann gilt

Pu= P(Pv)= P?v=Pv=u=1u;
Pw=P(v Pv)= Pv P?%=Pv Pv=0=0w;

d.h. u 2 Eig(P;1) und w 2 Eig(P;0).

Beispiel 9.3 (Projektion)

Wir betrachten 1 1
13 1
p=LCL2 4 1L2R>S:
4 6 1

Wir rechnen nach, dass tatsachlich P2 = P gilt, d.h. P ist eine Projektion. Wir wissen
daher, dass P nur die Eigenwerte 0 und 1 haben kann, und da P weder die Null- noch die
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Einheitsmatrix ist, kommen auch wirklich beide vor. Wir wissen also bereits jetzt, dass p(t) =
t(t 1) gilt. Fur das charakteristische Polynom kommen also nur t?(t 1) und t(t 1)? in
Frage. Dazu rechnen wir den Kern von P aus und erhalten

1 1 I:I L1 1
13 1 1 10
L 24 1pC11 III 2 %III g1 2 1%':'
4 6 1 6 0O 0 O

Also gilt Kern P = Eig( P;0) = LH((1 ;1;2)T) mit Dimension 1 und daher p(t) = t(t 1)?
und dim Eig(P;1) = 2. Fur das Gleichungssystem (P 13)v =0 folgt

1 :I 1
3 1 3 1
L 23 10 III 0 0
4 6 2 0 0 O

o

also Eig(P;1) = LH((3 ;2;0)T; (0; 1;3)T). Die Matrix

L1 1
3 01
T=[211 1L 1
0 3 2
transformiert also P auf die Diagonalmatrix
C 1 1
1 00
D=T7tPT= L[g11 ol }
0 0O

Im Folgenden wollen wir den K™ wieder mit einem Skalarprodukt versehen. Dazu verlangen
wir, genau wie in Abschnitt 6, K = R oder K ﬁ:ﬁ'e:}Nenn nichts anderes gesagtlﬂﬂl ver-
wenden wir das Standardskalarprodukt v w = | _; viwy auf R"™ bzw. v w = |} viewy
auf C" mit zugehoriger Euklid-Norm.

Definition 9.4 (hermitesch, unitér, ...)
(@) Eine Matrix A 2 R™" heit symmetrisch, wenn AT = A.
(b) Eine Matrix A 2 C"™=" heiRt hermitesch, wenn A™% A,
(c) Eine Matrix A 2 R"™" heiRt schiefsymmetrisch, wenn AT = A.
(d) Eine Matrix A 2 C"™" heiRt schiefhermitesch, wenn AFE A,

(e) Eine Matrix A 2 R™" heiBt orthogonal, wenn AT = A~1 oder &quivalent AAT =
ATA = 1,.

() Eine Matrix A 2 C™" heiRt unitar, wenn A== A~1 oder dquivalent AA ™% ATA = | .
(g) Eine Matrix A 2 K ™" heit normal, wenn AAT = ATA bzw. AAFE ATA,

Satz 9.5 (Eigenwerte)
(a) Ist v 2 C" ein Eigenvektor einer normalen Matrix A 2 C"™" zum Eigenwert 2 C, so

ist v ein Eigenvektor von A™~zum Eigenwert
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(b) Zwei Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer normalen Matrix sind zueinan-
der orthogonal.

(c) Die Eigenwerte einer symmetrischen bzw. hermiteschen Matrix liegen auf der reellen
Achse.

(d) Die Eigenwerte einer schiefsymmetrischen bzw. schiefhermiteschen Matrix liegen auf der
imagindren Achse.

(e) Die Eigenwerte einer orthogonalen bzw. unitaren Matrix liegen auf der Einheitskreislinie.

Satz 9.6 (Diagonalisierbarkeit)

(a) Jede symmetrische, hermitesche, schiefsymmetrische, schiefhermitesche, orthogonale
oder unitére Matrix ist normal.

(b) Jede normale Matrix tber C ist diagonalisierbar. Damit sind auch alle hermiteschen,
schiefhermiteschen und unitaren Matrizen diagonalisierbar.

(c) Jede symmetrische Matrix ist diagonalisierbar. Schiefsymmetrische und orthogonale Ma-
trizen mussen tber R nicht diagonalisierbar sein!

Hauptsatz 9.7 (Spektralsatz)

Ist A 2 C™" normal, so ist A nach Satz 9.6b diagonalisierbar. Nach Satz 9.5b stehen die
Eigenrdaume orthogonal aufeinander, d. h. es gibt sogar eine ONB des C" aus Eigenvektoren
von A. Wegen die Charakterisierung aus Satz 9.11a kann damit die Basiswechselmatrix sogar
unitar gewahlt werden, d. h. es gibt eine unitare Matrix U 2 C"*", so dass

D = UAU

diagonal ist. Man sagt, normale Matrizen sind unitar diagonalisierbar. Ist dagegen A 2 R"*"
symmetrisch, so gilt dieselbe Aussage flr eine orthogonale Basiswechselmatrix.

Satz 9.8
Ist A 2 K™ normal, so gilt

Bild A = (Kern A)~"bzw. KernA = (Bild A) ™

Beispiel 9.9 (normale Matrizen)

(a) Wir betrachten die Matrix

[ P —
120

A= Lo 1 202133,
2 01

Wegen [ -

52 2

AR = [215 20=Iapn™
2 25
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ist A normal, aber oledbar weder hermitesch, schiefhermitesch oder unitar. Fir das
charakteristische Polynom von A erhalten wir

Alt)=(t 3)(t?+3):

Man sieht, dass A tber R nicht einmal trigonalisierbar ist, weil  als Polynom in R]t]
nicht in Linearfaktoren zerfallt. Uber C hingegen hat A die drei Eigenwerte 3, 3iund

3i. Fir die drei Eige&réume mussen drei komplexe lineare Gleichungssysteme geltst
werden. Mit =( 1+ 3i)=2 ergibt sich

E(A@-LHE{ID#:
_ gp’__ - él ’ TE’I
Eig(A; 3i)=LH I&; D)
o Paa RS
Eig(A,; 3i)=LH (;; 21" :

Die Eigenraume stehen tatsachlich orthogonal aufeinander; beispielsweise ist

I I | |
1 2p§i 3 1+2p§i 3
I mo=1 + +1-= n + ; +1=0:
1 1
p

Wegen j j =1 haben alle drei Vektoren die Norm = 3, d. h. die Basiswechselmatrix

E
U=pe 1 [
1

3111
ist unitér, und es gilt - -
3 IO0 0
D=URU = Lo 3ij iy L1
0O O 3i

(b) Wir betrachten die symmetrische Matrix

— 1
o 1 1 1

4 o 1 1l

A=, , (BER

Fiar das charakteristische Polynom erhalten wir

1 1 1 1 1 0 1 1 0

~ t 1 1 t 1 0 t 1 0
AD=H) 1 ¢ 2 1 11t 23 735 1¢ 2 1
11 1 t 2 11 1 t 3 11 1 1
%118 1 1 +1 1 1

=(t 3AH, 5 ¢ 4 oF(t 3 t 1 (t A+t t 1
11 1 1 2 2t 1 0 2t 1
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1 1 1

=(t 3)(t+1) 1 B 3+t 1 2

t 1 2t 1
]

= (t 3)(t+1)E2 tzla(t (t+1) (& 1)3 4D:(t+1)2(t 3)%:

= N~ PR

Far die Eigenraume ergibt sich
: L] T T
Eig(A; 1) =LH &Il; 1,0,0);(0;211)" -
Eig(A;3)=LH (0;0:1; 1)T;(1; L20)T :
Wir stellen erneut fest, dass jeder Vektor des einen Eigenraums orthogonal auf jedem des

anderen steht. Wir wenden auf jeden Eigenraum getrennt das Gram-Schmidt-Verfahren
an, um insgesamt eine ONB des R* zu erzeugen. Wir erhalten

C 111 C_ 111 C I 1 11 | |
1 0 0 1 1
1 & 2 2 1 14

u; = 'p_é 0 : bt = 1 U1 1 1oy 1 y Uy = E 1 :

0 1 1 1 1

I:()I:I [ 11 ] I 11 | | 11 ] |:1||:|
1 8 s 1 3 1 s
U3=p—§ 7l | by = 5 i3 5 tsl= 7H | u4=§ 1
1 0 0 1 1

Damit ist die Matrix T = (uz;Uo;us;us) 2 R*** orthogonal und diagonalisiert A.  }

Im Folgenden betrachten wir genauer die symmetrischen bzw. hermiteschen sowie die ortho-
gonalen bzw. unitaren Matrizen.

Satz 9.10 (Eigenschaften symmetrischer Matrizen)

(a) Die Diagonaleintrage einer schiefsymmetrischen Matrix sind 0, einer hermiteschen Ma-

(b)

©

(d)

(®)

trix reell und einer schiefhermiteschen Matrix rein imaginar.

Jede Linearkombination symmetrischer bzw. schiefsymmetrischer Matrizen ist wieder
symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch. Die Menge der symmetrischen bzw. schiefsymme-
trischen n  n-Matrizen ist also ein Unterraum von R"*" mit Dimension n(n + 1) =2
bzw. n(n 1)=2

Jede R-Linearkombination hermitescher bzw. schiefhermitescher Matrizen ist wieder her-
mitesch bzw. schiefhermitesch. Das i-fache einer hermiteschen bzw. schiefhermiteschen
Matrix ist schiefhermitesch bzw. hermitesch.

Die einzige Matrix, die zugleich symmetrisch und schiefsymmetrisch bzw. zugleich her-
mitesch und schiefhermitesch ist, ist die Nullmatrix.

Jede Matrix kann eindeutig als Summe einer symmetrischen und einer schiefsymmetri-
schen bzw. einer hermiteschen und einer schiefhermiteschen Matrix geschrieben werden,
und zwar

_ A+ AD+ A AH

A
2 2
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(f) Das Produkt zweier symmetrischer, schiefsymmetrischer, hermitescher bzw. schiefher-
mitescher Matrizen muss nicht wieder diese Eigenschaft besitzen!
Satz 9.11 (Eigenschaften orthogonaler Matrizen)
(a) Eine Matrix ist genau dann orthogonal bzw. unitar, wenn ihre Spalten eine ONB bilden.
(b) Eine Matrix ist genau dann orthogonal bzw. unitér, wenn ihre Zeilen eine ONB bilden.

(c) Eine Matrix A 2 K ™" ist genau dann orthogonal bzw. unitar, wenn
Av Aw=v w 8v;w2K";
d. h. A erhalt Langen und Winkel.
(d) Ist A 2 K™" orthogonal bzw. unitar, so gilt jdetAj =1.

(e) Die Menge der invertierbaren Matrizen Uber (einem hier sogar beliebigen Korper) K
wird Ublicherweise mit

1 1
GL(n;K)= A2 K"™nN HﬂetA@O

bezeichnet und ist eine Gruppe bezlglich der Matrizenmultiplikation mit neutralem
Element | .

(f) Produkte und Inversen orthogonaler bzw. unitarer Matrizen sind wieder orthogonal bzw.
unitar. Insbesondere ist die Einheitsmatrix orthogonal und unitéar. Daher sind

] ] ] ]
O(n)= A2R™" EXT =A"l" bzw. U(n)= A2 C™nN alﬁk AL

Gruppen, und zwar Untergruppen der GL(n; R) bzw. GL(n; C).

(g) Ferner definieren wir noch die Gruppen

1 Hj 1

SL(n;K)= A2 GL(n;K) “detA=1 ;
1 [

SO(n) = élz O(n) “detA =1 ;

[
SUn)= A 2U(n) LdetA=1 :
Definition 9.12 (Orthogonalprojektion, Spiegelung, Drehung)

(a) Eine symmetrische bzw. hermitesche Projektion P 2 K™" d.h. P = P2 = P heift
eine Orthogonalprojektion.

(b) Eine Matrix S 2 K "™" besitze zwei der drei Eigenschaften

S2= |,
S ist symmetrisch bzw. hermitesch;
S ist orthogonal bzw. unitér.

Dann gilt auch die dritte Eigenschaft, und S heif3t eine Spiegelung.

(c) Eine Matrix R 2 SO(2) hei3t eine Drehung (in der Ebene). Eine Matrix R 2 SO(3) heilt
eine Drehung (im Raum).
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Satz 9.13 (Orthogonalprojektionen)
Sei P 2 K"™*" eine Orthogonalprojektion.

(a) Mit den Bezeichnungen u und w aus Satz 9.2e gilt
uw=(Pnt Pvy=vBeY VvB®Bv=0;

d. h. die Verbindung von v zum Bildvektor P v steht orthogonal auf dem Bildvektor Pv
(daher der Name Orthogonalprojektion).

(b) Aus (a) folgt der Satz des Pythagoras
kvk? = kuk? + kwk?:

(c) Istfby;:::;bhgeine ONB von K", so dass fby;:::;b-g eine ONB von Bild P ist, so gilt

kb 7 kb ;
k=1 k=1
d.h. P schneidet die Fourierreihe nach b. ab. Anders formuliert gilt fir jeden Vektor
v2 K"

1
Pv= (b v)h: ()
- L]
Dies ist ebenfalls nichts anderes als die nach r abgebrochene Fourierreihe | _;(bc V)b
von V.

(d) Ist andersherum fhy;:::;b-geine ONB eines Unterraums U von K ", so ist die durch ( )
definierte Abbildung P: V ! V linear und eine Orthogonalprojektion mit Bild P = U.
Man sagt, dass P auf U projiziert. Pv heil3t die Bestapproximation von v in U; es gilt
namlich

kPv vk<ku vk 8u2UnfPvg:

Satz 9.14 (Spiegelungen)
Sei S 2 K"™*" eine Spiegelung.

(a) Direkt aus der Definition folgt
s=sH s
(b) Wegen S2 |, =0 muss g ein Teiler von t2 1 = (t 1)(t +1) sein. S hat also
hdchstens die Eigenwerte 1 und 1. Es gibt also nur die drei Falle
s(h=t 1; st)=t+1; s(t)=(t I)(t+1):

Im ersten Fall ist S die Einheitsmatrix, im zweiten |, und im dritten keine von beiden.

gilt
| 1 r 1 1 r 1
kb + kb 7 kb kb
k=1 k=r+1 k=1 k=r+1
Anders formuliert gilt fir jeden Vektor v2 K"
1 r— 1
sv= (b v)h (b V)b )
k=1 k=r+1

72



LINEARE ALGEBRA 9. SPEZIELLE MATRIZEN

Satz 9.15 (Drehungen)

(a) Zu jeder Drehung R 2 SO(2) gibt es genau einen Winkel 2] ; ], so dass

1 =
cos sin
R= _ :
sin Ccos

ist dann der Drehwinkel von A. Ist namlich v 2 R? nf0g, so gilt

LRv;v) =] j:
(b) Fur ; 2 Rgilt
cos sin cos sin _cos( + ) sin( + )
sin cos sin cos  sin( + ) cos( + )

aufgrund der Additionstheoreme des Cosinus und Sinus, d. h. der Multiplikation zweier
Matrizen aus SO(2) entspricht die Addition der Drehwinkel. Damit ist die Gruppe SO(2)
abelsch.

(c) Fir 2 R sind die Matrizen

C1C 1 R N I . —1
1 0 0 cos 0 sin cosS sin 0
Lo lcos sin 1L b 1 o0 L 1Lsid cos oL 1
0 sin cos sin 0 cos 0 0 1

aus SO(3) und beschreiben die Drehung um die x-, y- und z-Achse.

(d) Sei R 2 SO(3) nicht die Einheitsmatrix. Dann hat R den Eigenwert 1 mit Vielfachheit
1, d. h. der Eigenraum

Eig(R; 1)
hat Dimension 1; er ist die Drehachse von R.

(e) Jedes R 2 SO(3) kann durch Basistransformation in jede Gestalt aus (c) Uberfuhrt
werden, und da die Spur invariant ist, gilt fir den Drehwinkel von R

SpurR =1+2cos :

Beispiel 9.16 (Orthogonalprojektionen, Spiegelungen, Drehungen)

(a) Gegeben sei die Matrix

L1 L1
1 4 4 2
A=A 4 2 TR™,
2 2 1
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A ist symmetrisch mit A2 = A, d.h. eine Orthogonalprojektion. Wir wahlen beliebig
v=(1;11)T" 2 R3; mit den Bezeichnungen aus Satz 9.2e gilt dann tatséchlich

1 [ 1 L1

2=9 11=9
u=Av= [2d9 [2R3; w=v u= 7B L dmit u w=0:

1=9 8=9

f(2:1,2)7=3;(1;2; 2)T=3g ist eine ONB von Eig(A; 0) und f( 2;2;1)T=3g eine ONB
von Eig(A; 1). Zusammen entsteht eine orthogonale Basiswechselmatrix, die A auf Dia-
gonalgestalt transformiert.

(b) Seien 1 O ]
V= f2C[ ; ];IRE%( )=f()
der R-Vektorraum der stetigen, 2 -periodisch fortsetzbaren Funktionen auf[ ; ], ver-
sehen mit dem L?2-Skalarprodukt
]
H;gi = f(x)g(x)dx 8f;g2V;
—T
sowie L L 1
Uo(X) = p?; Uk(X) = p—=coskx); Vk(x)= p— sin(kx)
far alle k 2 IN. Fir jedes n 2 N sind dann fug;uq;:::;Un;V1;:::;Vhg ein ONS von V,

ein Unterraum von V mit Dimension 2n+1 und P,: V! V mit

P : root :
f TH  ugfiug+ hug; fiue + hve; fivg
k=1
eine Orthogonalprojektion mit Bild P, = Un. Pn(f) ist die klassische Fourierreihe von f

abgebrochen nach der n-fachen Frequenz. Die Folge (Pn(f))n konvergiert unter schwa-
chen Zusatzvoraussetzungen gleichméfig gegen die Funktion f .

(c) Gegeben sei die Matrix 1 -
1 7 4 4
A= g L4 1 sl2RR3s:
4 8 1

A ist symmetrisch mit A% = 13, d.h. eine Spiegelung. Die Eigenrdume rechnet man
genauso aus wie bei (a).

(d) Sei 1 1
L2102
A= 3 i 12 2 L[21R*S
2 2 1

die Basiswechselmatrix aus (a). Explizites Nachrechnen der Beziechung AAT = |3 zeigt,
dass A orthogonal ist. Ferner gilt detA =1, also A 2 SO(3). Fur die Drehachse erhal-
ten wir Eig(A; 1) = LH((1 ;2;0)7), und aus 1 + 2cos = Spur A = 5=3 folgt fiir den
Drehwinkel = arccos(1=3) 1;231 [40,5°.
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10 Analytische Geometrie

Ein paar Begri[e_Hefinieren wir zunéchst allgemein im R". Im gesamten Abschnitt bezeichne
das Standardskalarprodukt und k k die Euklid-Norm.

Definition 10.1 (a [net Raum)
Eine Teilmenge M IR" heit ein a [ned Raum, falls

M=a+U=fa+uju2Ug

mit einem Vektor a 2 R" und einem Unterraum U des R". M ist also ein um a verschobe-
ner Unterraum U. Wir ordnen dem a [neh Raum dann mit dimM = dim U ebenfalls eine
Dimension zu.

Definition 10.2 (Gerade)
Seien a;v 2 R" mit v 6 0. Dann heilt die Punktmenge

g=fa+svjs2 Rg
eine Gerade g im R". Wir nennen die Darstellung
g:x=a+sv; s2R

eine Parameterform von g mit Ortsvektor a, Richtungsvektor v und Parameter s. Anders
geschrieben gilt g= a+ LH( v), d.h. g ist ein a [Cnet Raum mit Dimension 1.

Definition 10.3 (Hyperebene)
Seien a; 2 R" mit 6 0. Dann heift die Punktmenge

1 1
E= XZRnHX a =0

eine Hyperebene E im R". Wir nennen die Darstellung
E:(x a =0

eine Normalenform von E mit Stltzvektor a und Normalenvektor . Anders geschrieben gilt
E = a+f g5d. h. E istein a [net Raum mit Dimensionn 1. Ist normiert, giltalsok k=1,
so heiffit ein Normaleneinheitsvektor und die Darstellung Hessesche Normalenform.

Definition und Satz 10.4 (zwei Geraden)
Seien g: x = a+ svund h: x = b+ tw zwei Geraden im R". Dann liegt genau einer der
folgenden vier Félle vor:

f v;wg linear abhangig und g\ h 6 ;: Dann ist bereits g = h, d.h. die Geraden sind
identisch.

f v;wg linear abhéngig und g\ h = ;: Die Geraden sind parallel.

f v;wg linear unabhéngig und g\ h 6 ;: Dann besteht g\ h aus genau einem Punkt,
namlich dem Schnittpunkt der beiden Geraden.

f v;wg linear unabhéngig und g\ h = ;: Die Geraden sind windschief . Dieser Fall kann
nur fir n 3, also nicht im R? auftreten.
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Definition und Satz 10.5 (zwei Hyperebenen)
Seien E:(x a =0undF:(x b %=0 zwei Hyperebenen im R". Dann liegt genau
einer der folgenden drei Falle vor:

f ;%g linear abhangig und E\ F 6 ;: Dann ist bereits E = F, d.h. die Hyperebenen
sind identisch.

f ;%jg linear abhangig und E\ F = ;: Die Hyperebenen sind parallel.

f ;%qg linear unabhéngig und E\ F 6 ;: Dannist E\ F ein a [ned Raum mit Dimension

n 2
Satz 10.6
(@) Seienf 1;:::; n—19 R" linear unabhéngig und a;;:::;an—1 2 R" beliebig. Sind dann
Ex: (x ax) k=0 die zugehorigen Hyperebenen, so ist der Schnitt E;\  \ Epj—1
eine Gerade g, und als Richtungsvektor kann jedesv 2 f 1;:::; n—1g-n'f0Og dienen. Es
gilt also

g:(x a) 1=:=(X ap-1) n-1=0:

(b) Seien fvi;:::;vh—19 RR" linear unabhéngig und a 2 R" beliebig. Sind dann gx: x =
a+ sk die zugehorigen Geraden, so ist

E:x=a+sivi+ ..+ Sh—1Vh—1
eine Hyperebene. Diese Darstellung heillt die Parameterform mit Ortsvektor a und

dienen. }

Im Folgenden rechnen wir nur noch im R2. Die Hyperebenen nennen wir dann Ebenen, die
Parameterform einer Ebenen hat zwei Spannvektoren, und die eventuelle Schnittmenge zweier
Ebenen ist eine Schnittgerade.

Beispiel 10.7 (Geraden und Ebenen)
Gegeben seien die Gerade und Ebenen

L 1 I e
- X = 1 k AL E;: x L[4l 1031l =p;
| I2I || ?I 1 L IT 1 [ ll Ill |
1 1 1 1 OLli_H.l
E,:x= Lallak L} [l Ey: x [0 10 =}:
2 1 2 2 2

Wegen (1; 2;0)T (2;1; 1)T =0 steht der Richtungsvektor von g; senkrecht auf dem
Normalenvektor von E1. Dies bedeutet, dass g; entweder parallel zu E; verlauft (und
keinen gemeinsamen Punkt mit E; besitzt) oder in E; liegt (und daher g1  E1 gilt).
Einsetzen des Ortsvektors von g; in E ergibt eine wahre Aussage; damit liegt die Gerade
01 in der Ebenen E1.
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Um g1\ E» auszurechnen, ldsen wir das lineare Gleichungssystem

3 1 1 1 1
L} CAC=1E Ik g} [l ]
2 0 2 1 2

(Parameter vorher umbenennen!) In Kurzschreibweise erhalten wir

1 1 C1 1
1 1 1H2 1 1 1H?2
L 4 1 oHolL+d g1 1 2H4L1
0o 1 204 0 1 201

d. h. es gibt keine Ldsung, da die zweite und dritte Zeile einander widersprechen. Die
Gerade g; liegt damit parallel zu E».

Um g1\ E3 zu berechnen, setzen wir g; in E3 ein und erhalten

@3_“ ||l|| IIOIII—I_.HlII |
0= L[alls kL AL L2l 10 T=) s:
2 0 2 2
Diese Gleichung hat als einzige Losung s = 2, und eingesetzt in g; folgt flr den Schnitt-
punkt I | s e | s | i |
3 1 5
xs= 3 CAC=IC ]
2 0 2

Wegen (2;1;, 1T (1; L,1)T=(2:1 1)T (1;0;2)"T =0 steht der Normalenvektor von
E1 senkrecht auf beiden Spannvektoren von E,. Das bedeutet, dass E; und E, entweder
identisch oder parallel sind. Einsetzen des Ortsvektors (1;1;2)T von E; in E; ergibt
( 1, 3;3)T (2;1; 1)T = 8=0, also eine falsche Aussage. Die beiden Ebenen sind
daher parallel.

Die beiden Normalenvektoren der Ebenen E; und Ej3 sind linear unabhéngig; daraus
folgt sofort, dass sie sich in einer Geraden schneiden. Um die Schnittgerade auszurechnen,
wandeln wir eine Ebene (z. B. E1) in eine Parameterform um. Dazu konstruieren wir zwei
linear unabhangige Vektoren, die senkrecht auf dem Normalenvektor = (2;1; 1)T
stehen. Mathematischer ausgedriickt ist das eine Basis von f g™~—2um Beispiel gilt

2 1 0
Ei:x= [L4ll+ K [gll+} [111: 1
1 2 1
Dies setzen wir jetzt in E3 ein und erhalten 6 +5s+3t =0, alsot = 2 5s=3. Dies

wiederum eingesetzt in E1 ergibt die Schnittgerade
LA L0
%= E1\ Eg:x= 211 o gl - | e

3 3 3
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Der Schnitt von E, und E3 lasst sich ganz genauso berechnen. Es ergibt sich
C 11 C 11
3 3

t
0= Ez\ Ezix= 'j—'lil—z | B
2 1
Fur den Schnitt g\ g rechnen wir
L2l L gL=0C 11+ 5 L AL} 1o L1
3 1 2 0 1 0

Die eindeutige Losung ist r =1 und s = 2. Damit gibt es einen Schnittpunkt, und zwar
bei (5; 3; 2)T.

Fur g1\ gs ergibt sich analog

| 11 1 I 11 11 11 Illll 1 |:3| 1 1
Lsll+} LIl =0l 31+ 5L AL} L1 oL
2 1 2 0 1 0

Dieses Gleichungssystem ist o [edbar unldsbar. Da die Richtungsvektoren linear unab-
héngig sind, sind die beiden Geraden windschief.

Die Geraden g, und gz sind durch den Schnitt von E3 mit den parallelen Ebenen E1
und E, entstanden. Sie mussen daher ebenfalls parallel sein; dies sieht man daran, dass
die Richtungsvektoren linear abhangig sind, aber die Dilerknz ihrer Ortsvektoren kein
Vielfaches der Richtungsvektoren ist.

Die Gerade g, liegt nach Konstruktion in E; und Ej3. Der Schnitt go \ E» ergibt sich
wieder durch Gleichsetzen, also

[ 11 || 11 | I | 11 1 L IT 1 1 1
2 3 1 1 1 3 1 1 1

(21} CPCIOk Cat gl Yy 3§ 1 o1
3 1 2 1 2 5 1 0“7

Dieses Gleichungssystem ist o [edbar unldsbar, d. h. Gerade und Ebene sind parallel.

g3\ E; bestimmen wir wieder durch Einsetzen, also
CEJr 1 CJrar argH i

3 2 — 2
(= | e S = | i | 7 | I S | = B 8+0r=0:
2 1 1 1

Auch diese Gleichung hat keine Loésung fir r, d.h. auch gz und E1 sind parallel.

Im Ubrigen ist beides kein Wunder: E; und E; sind parallel. Da g, in E; liegt, kann
sie keinen Schnittpunkt mit E, haben. Ebenso liegt g3 in E, und hat daher keinen
Schnittpunkt mit E;. }

Wir fihren noch ein anderes Produkt zweier Vektoren ein, das einen Bezug zur Orthogonalitat
besitzt, allerdings nur im R3: das Vektorprodukt. In der Mathematik selbst spielt es eher eine
untergeordnete Rolle, aber aus der Physik ist es nattrlich nicht wegzudenken — man denke
an Begri [e-vie Drehmoment oder Lorentzkraft. Wir listen nur kurz die Definition und einige
Eigenschaften und Rechenregeln auf:
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Definition 10.8 (\Vektorprodukt)
Die Verkniipfung  auf R3 ist definiert durch

1 1
VoW3  V3W»p W W W
v w= Duedy  viwg E=1 2 + 3he, + ! 8viw 2 R®
W3 1 Wi W2
ViWa  VoWg

und heil’t das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt. Dies ist wieder eine Verknlpfung im ,klassi-
schen Sinne*, weil das Ergebnis wieder ein Vektor aus dem R ist.

Satz 10.9 (VVektorprodukt)

(a) Das Vektorprodukt ist bilinear, d. h. linear in beiden Faktoren.

(b) Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ. Man beachte, dass die Frage nach der Assoziati-
vitat beim Skalarprodukt Uberhaupt keinen Sinn hat, weil das Skalarprodukt u v eben
ein Skalar ist und somit erst gar kein Skalarprodukt mit einem dritten Vektor gebildet
werden kann. Flr das Vektorprodukt gilt statt dessen die Formel

(u v) w=(u wyv (v wiu 8u;v;w2 R3:
(c) Es gilt
v w= (w Vv) 8v;w2R3:
(d) Der Produktvektor steht orthogonal auf beiden Faktoren, d. h.
v w?v und v w?w 8viw2 R3:

AuBerdem gilt
v w=0 ( f v;wg linear abhangig:

(e) Fur alle v;w 2 RS2 gilt
kv wk? = kvk’kwk® (v w)?; kv wk = kvkkwksin [{Mw) ;
wobei fur die zweite Gleichung v;w 6 0 sein mussen.

Satz 10.10
Sind v;w 2 RR? die beiden Spannvektoren einer Ebenen, also insbesondere fv;wg linear unab-
hangig, so gilt fur =v w60

?v und ? w;
d.h. kann als Normalenvektor fiir die Ebene verwendet werden.

Definition 10.11 (Abstand)
Seien A;B  RR" beide nicht leer. Dann heilRt

dist(A;B) =inf ka bk 2A:b2B

der Abstand von A und B. Ist A = fag einelementig, so schreiben wir auch dist(a; B); analog
fur B. Insbesondere ist dann dist(a; b) einfach ka  bk.

Sind A und B nicht disjunkt, so gilt dist(A;B) = 0. Die Umkehrung gilt nicht, denn z.B.
ist auch dist(A;B)=0 fur A=[ 1,0[und B =1]0;1] mit A\ B = ;.

Die Definition ist natlrlich flr beliebige Normen mdglich. Wenn es relevant ist, schreibt
man haufig disty, disty, diste, usw. fur den Abstand beziglich k ki, k k2, kK Keo, UsSW.
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Satz 10.12 (Abstande)
Wir betrachten alle sechs Falle, die im R® auftreten kénnen:

Der Abstand zweier Punkte a; bist, wie schon zuvor erwahnt, einfach d = ka bk.
Fir den Abstand einer Geraden g: X = a+ sv von einem Punkt b rechnen wir

kx bk®=(a b+sv) (@ b+sv)=ka Hk’+2s(a b v+ s?kvk?

@ v 5@ oy v

_ 2
= ka bk + skvk+ Uk Uk

Dieser Ausdruck ist o[edbar minimal, wenn der mittlere Summand O ist, also fir s =
(b a) v=kvk?. Fir den Abstand d gilt dann also
1 —

wn il LF
d= ka bk2 (ab)m: b)M ()

Fir den Abstand einer Ebenen E: (x a) =0 in Hessescher Normalenform von einem
Punkt b muss man diesen nur einsetzen, d. h.

d:%a b) H @)

Liegt die Ebene in Parameterform E: x = a+ sv + tw vor, so gilt
vV ow
o=l v
) kv wk )

Den Abstand zweier Geraden g: x = a+ sv und h: x = b+ tw flhren wir auf den
vorigen Fall zurlck: Er ist ndmlich genau der Abstand der Ebenen E: X = a+ sv+ tw
vom Punkt b — aber nur dann, wenn v und w linear unabhé&ngig sind! Ansonsten, also
im Fall, dass g und h parallel oder identisch sind, ist ihr Abstand gerade der Abstand
von g und b. Es gilt also Formel ( 5, fallsv w6 0, ansonsten ().

Der Abstand einer Ebenen von einer Geraden ist natirlich 0, wenn sie mindestens einen
gemeinsamen Punkt haben. Verlaufen sie hingegen parallel zueinander, dann hat jeder
Punkt der Geraden denselben Abstand zur Ebenen. Hier gilt also wieder Formel ( ) bzw.
(9 mit einem beliebigen Punkt b auf der Geraden.

Far zwei Ebenen gilt dasselbe wie flr Ebene und Gerade zuvor. Mit gemeinsamem Punkt
ist der Abstand 0, ansonsten gilt Formel ( ) bzw. ( 9.

Satz 10.13 (Winkel)
Wir betrachten alle drei Falle, die im R3 auftreten kénnen:

Sind g: x = a+ svund h: x = b+ tw zwei Geraden mit g\ h 6 ; (d.h. identisch
oder Schnittpunkt), so ist der Schnittwinkel gleich dem Winkel zwischen v und w oder
dessen Nebenwinkel, wenn dieser Kkleiner ist. Das liegt daran, dass Vektoren orientiert
sind, Geraden aber nicht. Es gilt also

1
'%'/Wj 1

(gl h) = arccos UKWk ;5 X

Der Betrag im Zahler sorgt dafur, dass der ,richtige” Winkel gewahlt wird.
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SindE: (x a)
Gerade in Ebene oder Schnittpunkt), so gilt

10. ANALYTISCHE GEOMETRIE

=0 eine Ebene und h: x = b+ tw eine Gerade mit E\ h6 ; (d.h.

Der Arcussinus rihrt daher, dass der Winkel zwischen g: x = a+ s und h der Kom-

plementwinkel zum Winkel zwischen E und h ist.

SindE: (x a)
oder Schnittgerade), so ist der Schnittwinkel gleich dem Winkel zwischen

dessen Nebenwinkel, wenn dieser kleiner ist. Es gilt also
|_—J,_| % L1

[{EL F) = arccos KKk 0; 5
Beispiel 10.14 (Abstande und Winkel)
Wir fihren das Beispiel 10.7 fort.
Der Abstand der Geraden g; vom Punkt (1;1;1)7 ist
5 1L 111 =
d= HI ?II ||}|| (L 207 g _gl = 51 5.0
- + = B TO\T = — = U
> 1 k(1; 2,0)Tk 5 4 5
Der Abstand der Ebenen E; vom Punkt (1;1;1)7 ist
2;1; 1) 7
= 11 — @5 ‘86"
d L 41 Kz 1 DTk 15.\—?3 2;86:
1 1
Der Abstand der Ebenen E, vom Punkt (1;1;1)7 ist
C 11 1111 =Nl =g
1 1 2 —1 o 11T 1
|4:”_|LQ_L|_|— |_]:”_|’ d= |1|| ||1|| |( 'p_' ) pP— 0,41

1 2 1 1 2 6 6

Der Winkel zwischen den Geraden g; und g ist
1 1

I_—Kll' 22007 (3; 51)Tj - 13
k(L. Z0)TKk(3. 51Tk = arccos % 0;186 L10,7°:

= arccos

Der Abstand der windschiefen Geraden g; und gs ist

=0undF:(x b %=0 zwei Ebenen mit E\ F 6 ; (d.h. identisch
und %oder

C I 11111 L= ] I | B | ==
1 3 2 —3 3 2.1 1)T 8
L AL LIl =1 11 1g= L1 1C 51l l(’p_) p= 327:
0 1 1 2 2 6 6
Der Abstand der parallelen Geraden g, und gs ist
= 11 | =
d= %izzu ] :3|| 1 3 57 E o Eﬁl = §p6 3;31:
- ~ . . IN\T i — VP == ’ .
3 5 k(3; 51)Tk 5 16 — 35
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Der Abstand der Ebenen E; von der Geraden g3 ist

| | =
d= E |—:3||—||1?||—| 2,1, 1T EE 8 o7
- “2 1 k(2;1, 1)Tk Ps >0

Der Abstand der Ebenen E» von der Geraden g, ist ebenfalls d = 8:p 6 327

Der Winkel zwischen der Ebenen E3 und der Geraden g ist

1 1
I_—Rll; 2)T (1; 20)7j

1
= arcsin = arcsin p=p—= 0;184 [ 10,5 :
N @ nTk@ zoTk oon PP ’

Der Abstand der beiden parallelen Ebenen E; und E;, ist

Hll ||_||_|:_|—|
E 2 @1 N@ 8 ..

(T | 7 |
1. T
5 L k&L 1Tk

d=

6

Der Winkel zwischen den Ebenen E; und Ej ist

1 [ R
I__K|2; 1, DT (1,527

1
= = —bp— 1:403 804 :
arccos KZ 1 DTRKLL2)TK arccos p—p—G 5
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11 Kegelschnitte und Quadriken
Auch hier bezeichne durchweg das Standardskalarprodukt und k k die Euklid-Norm.

Satz 11.1

Fir jedes > Oist
: ] 3%2 2 I%I;
Ka= V2R’Vi+vVv;=

ein unendlicher Doppelkreiskegel. Fur jedes h > 0 ist ndmlich sowohl der Korper zwischen den
Ebenen v3 =0 und v3 = h als auch zwischen den Ebenen v3 =0 und vz = h ein Kreiskegel
mit der Spitze im Ursprung. Dass es sich um Kreiskegel im elementar-geometrischen Sinne
handelt, folgt aus den Strahlensatzen und der Rotation um die v3-Achse.

Satz 11.2
Sei u 2 R3 nicht der Nullvektor. Dann ist

1
Ey = v2]R3Hv uy u=0

eine Ebene im Raum, die den Vektor u und nicht den Ursprung enthalt. Anders ausgedrickt
gilt ]
Ey= u+ fug™= u+v512fug'4—='_.'_I

Definition 11.3 (Kegelschnitt)
Fur jedes > 0und u2 R3nf0g heikt die Menge

Ko\ Eu;
also der Schnitt des Doppelkegels mit der Ebenen, ein Kegelschnitt. Er heil3t
eine Ellipse, wenn er beschrankt ist;
eine Hyperbel, wenn er nicht zusammenhéngend ist, d. h. in zwei Aste zerfallt;

eine Parabel sonst.

Definition 11.4 (quadratische Form, Quadrik)
Sei A 2 R™" symmetrisch.

() Die Abbildung Qa: R"! R mit
Qa(x) = x"Ax
heilt die quadratische Form von A.
(b) Sind zusatzlich 2 R™ und 2 R, so heifit die Menge
I%IZ R" EQA,B,V(X) =0 =
mit
Qagy(X) = Qa(x)+ xT +

eine Quadrik im R".
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Satz 11.5

Jedem Kegelschnitt entspricht eine Quadrik im RR?, d.h. genauer: Wir identifizieren u 2 E,
als Ursprung und wéahlen orthonormale Vektoren vi;vo 2 R mit u+ vi 2 E, und u+ v, 2 E
(alsovi u= vy, u=0). Jeder Vektor w 2 E, kann dann eindeutig als w = u + X3V + XoVo
mit Koordinaten x1;X» 2 R geschrieben werden, und es gilt: Es existieren A, und , so dass

w2 Kg\ Ey 0 Qapy(X1;%x2) =0

In Worten: Ein Vektor w gehért genau dann zum Kegelschnitt, wenn seine Koordinaten be-
zlglich Ey zur Quadrik gehdren.

Die Umkehrung gilt nicht; deshalb vereinbaren wir: Gibtes zu (A; ; ) keinen Kegelschnitt,
so heifl3t die Quadrik zu (A; ; ) ein ausgearteter Kegelschnitt.

Beispiel 11.6 (Kegelschnitte)

(@) Seien =1 undu=(1;0;2)T; wir setzen

A o
1
vi= p= Loll_lund v, = L3I
5
1 0
Damit ist
_ @ -
CA+2x;= 5 H 1
= i %1t - 1 .- :
Eu = fu+ xqvi+ Xav2 j X1;X2 2 Rg = )>(<2_p§ #LXzZR:
=

Einsetzen in die Bedingung fur Ky ergibt
1, 1 1 G

1 2

0= 1+-|29X—E +x5 2 2+ x5

8 3 _
3+ p_EXl+ §X1+ X2.

'(Fx
gl

Durch die Verschiebung x1 = %1 4IO 5=3 und x» = X, erhalten wir

3 25
gx§+x§ =5 =0:

Multiplikation mit 3=25 ergibt schlieBlich

1259 25=3

Dies ist eine Ellipsengleichung, wie wir in den ndchsten Satzen feststellen werden.

(b) Seien nun =1 und u = (2;0;1)T; wir setzen analog v = (1;0; 2)T:p§ und v, =
(0;1;0)T. Nach fast identischer Rechnung wie in (a) ergibt sich

x5 X5 _
1259 25=3

Dies ist eine Hyperbelgleichung, wie wir in den néchsten S&tzen feststellen werden.
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(c) Seiennun =1 und u=(1;0;1)T. Eine erneut &hnliche Rechnung fiihrt auf
P 2X1+ X5=0:
Dies ist o[edbar eine Parabel.

Definition und Satz 11.7 (Ellipse)
Sei E R eine Ellipse.

(@) Es gibt zwei Punkte Fy;F, 2 R? (die auch gleich sein konnen) und eine Zahl a > 0, so

dass ] 2%( -
E= x2R X Fik+ kx Fyk=2a :

Im Falle F; 6 F» nennen wir die Ellipse eine echte Ellipse. F; und F, heiBen die
Brennpunkte und a die groRe Halbachse der echten Ellipse.

Im Falle F1 = F, nennen wir die Ellipse einen Kreis. F1 = F, heit dann der
Mittelpunkt und a der Radius des Kreises.

(b) Im Falle der echten Ellipse heiflen die Gerade durch F; und F, die Hauptachse und
die Mittelsenkrechte der Strecke F1F, die Nebenachse. Die beiden Schnittpunkte
der Hauptachse mit der Ellipse heilen die Hauptscheitel; ihr Abstand ist 2a. Die
beiden Schnittpunkte der Nebenachse mit der Ellipse heilen die Nebenscheitel; ihr
Abstand sei 2b. b hei3t die kleine Halbachse der Ellipse.

Im Falle des Kreises sei b= a.

(c) Die beiden GroRen 1 .
e= a P und "= 5<1

heilen absolute Exzentrizitét und relative Exzentrizitat der Ellipse. Die Ellipse ist genau
dann ein Kreis, wenn e=0 bzw. " =0.

(d) Die Ellipse kann durch Drehung und Verschiebung auf die Form

2 2

X Yy
27

gebracht werden. In Parameterdarstellung gilt

=1

X = acost; y=bsint; t2]0;2 ]:
Definition und Satz 11.8 (Hyperbel)
Sei H R? eine Hyperbel.

(a) Es gibt zwei verschiedene Punkte F1;F, 2 R? und eine Zahl a > 0, so dass
1 1
H = XZIRZE%X Fik Kk x FZKB—'Za:

F1 und F, heiBen die Brennpunkte und a die reelle Halbachse der Hyperbel.

(b) Die Gerade durch F; und F»> heil3t die reelle Achse und die Mittelsenkrechte der Strecke
F1F, die imaginare Achse. Die beiden Schnittpunkte der reellen Achse mit der Hyperbel
heil3en die Scheitel; ihr Abstand ist 2a.
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(c) Die drei GroRen

1 1 e
= _kF, Fik; b= e a2 und "=Z>1
2 a
heilen absolute Exzentrizitat, imaginare Halbachse und relative Exzentrizitat der Hyper-

bel.
(d) Die Hyperbel kann durch Drehung und Verschiebung auf die Form

x2 y2
a2
gebracht werden. In Parameterdarstellung gilt

=1

X = acosht; y=bsinht; t2R:
Definition und Satz 11.9 (Parabel)
Sei P R? eine Parabel.
(&) Es gibt einen Punkt F 2 R? und eine Gerade g R?, so dass
L1, H( _ 1
P = x2R"Y%x Fk=dist(x;Q)
F heillt der Brennpunkt und g die Leitgerade der Parabel.

(b) Die Gerade durch F und senkrecht zu g heilt die Achse der Parabel, der Schnittpunkt
der Achse mit der Parabel ihr Scheitel.

(c) Die Parabel kann durch Drehung und Verschiebung auf die Form

2

y=—; a>0

R %

gebracht werden.

Hauptsatz 11.10 (Hauptachsentransformation)
Durch
xTAx + xT + =0

sei eine Quadrik im R" gegeben, d.h. es sind A 2 R™*" symmetrisch, 2 R" und 2 R.
Dann gibt es eine Matrix R 2 SO(n), so dass

D = RTAR

eine reelle Diagonalmatrix ist, und die quadratische Form xTAx wird in

1
xTAx = xTRDR Tx = (R"X)TD(R"x) = KX
k=1
mit ¥ = RTx 2 R" und den Eigenwerten 1;:::; , von A Uberfuhrt. Der Vorteil dieser

Gestalt ist, dass sie keine gemischten Terme mehr enthalt. Die Quadrik in den transformierten
(,gedrehten®) Koordinaten lautet dann
r 1
kXt k¥ + =0
k=1
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mit

= RT 2 R". Fir jedes k mit , 6 0 kann man den linearen Anteil ~jx durch

eine entsprechende quadratische Erganzung (entspricht einer Verschiebung) zum Verschwinden
bringen; dies haben wir in Beispiel 11.6 auch bereits getan.

Beispiel 11.11 (Quadriken im IR?)

()

(b)

Gegeben sei die Quadrik
x2+3y2+2p§xy+16x 3=0:

Die zugehdrige Matrix lautet
pl p 3 1
— 2x2
A= 3 3 2 R

mit den Eigenwerten ; =4 und , = 0. Berechnen und normieren der Eigenvektoren
fuhrt auf

AL o GG
- - g : - pTAR = . X _ x
R 5 3 1 7 D=RAR 00 ° y Ry_,

wobei die Vorzeichen der Eigenvektoren in R so gewahlt sind, dass detR = 1. Einsetzen
in die Quadrik ergibt p_
4’ +8% 8 3y 3=0:

Die quadratische Erganzung liefert
4% +1)2 spéy 7=0:

Division durch 8p 3 ergibt schlieBlich

o (x+1)2
T3 73
Dies ist o[erdbar eine Parabel.
Gegeben sei die Quadrik
Xy y+1=0:
Dann ist
C1 1 C1 1 C1 C1Cm1 i
A_Z_LOl_R_lll D_}lO_X_Rx.
3210 TP 1 10 PT30 10y TN g
also 1 1 1
“x? Iy p— _y+1=0:
2* 2?‘ =X P—ZY
Weiter umformen ergibt
(I _ 1 _
y+l:p2§_I x 1:p2@_1_
2 2 S

Dies ist o[erdbar eine Hyperbel.
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(c) Die Quadrik x2+4y2+1 = 0 entspricht keinem Kegelschnitt, denn sie stellt die leere
Menge dar. Formal mathematisch wére dies eine Ellipse mit zwei imaginaren Halbachsen.
Die Quadrik x2+4y? = 0 hingegen enthalt zumindest den Nullvektor. Beide sind ausge-
artete Kegelschnitte, wobei die zweite Quadrik zumindest als Kegelschnitt realisierbar
ware, wenn die Ebene durch die Kegelspitze verliefe. }

Wir fuhren eine weitere Eigenschaft von Matrizen, namlich die Definitheit, mit Hilfe der qua-
dratischen Form ein und wenden dies danach auf Kegelschnitte an.

Definition 11.12 (Definitheit)
Sei A 2 R™*" symmetrisch.

a) A heildt positiv definit bzw. negativ definit, wenn fur alle v2 R" n
(@) A heily itiv definit b iv defini f lle v2 R"nfOg

vIAV> 0 bzw. V'Av< O:

(b) A heil’t positiv semidefinit bzw. negativ semidefinit, wenn fir alle v 2 R"

viIAy 0 bzw. Vv'Av O:

(c) A heif’t indefinit, wenn es v;w 2 R" gibt mit

vIAvy> 0 und w'Aw< 0:

Satz 11.13 (Eigenschaften der Definitheit)
Sei A 2 R™" symmetrisch. Dann ist A Uber R diagonalisierbar.

(a) A ist genau dann positiv definit bzw. negativ definit, wenn alle Eigenwerte positiv bzw.
negativ sind.

(b) A ist genau dann positiv semidefinit bzw. negativ semidefinit, wenn alle Eigenwerte
positiv oder Null bzw. negativ oder Null sind.

(c) A ist genau dann indefinit, wenn sie positive und negative Eigenwerte besitzt.
(d) Ist A definit, so ist A semidefinit. Ist A semidefinit und regulér, so ist A definit.

(e) Ist A nicht die Nullmatrix, so ist A entweder positiv semidefinit, indefinit oder negativ
semidefinit.

Satz 11.14 (Hauptminoren-Kriterium)
Sei A = (ajx) 2 R™*" symmetrisch. A ist genau dann positiv definit, wenn die Hauptminoren

11 aik

k1 Akk
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Satz 11.15 (Kegelschnitt und Definitheit)
Sei
xTAx + xT + =0

eine Quadrik, die zu einem Kegelschnitt gehort — und nicht zu einem ausgearteten —, d. h. es
liegt entweder eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel vor. Dann gilt

(a) Ist A definit, so liegt eine Ellipse vor.
(b) Ist A semidefinit aber nicht definit, so liegt eine Parabel vor.

(c) Ist A indefinit, so liegt eine Hyperbel vor. }

Der Vollstandigkeit halber und weil geometrische Figuren wie Zylinder und Paraboloide durch-
aus relevant sind, geben wir noch eine Charakterisierung der nicht ausgearteten Quadriken im
R3 an.

Definition 11.16 (Quadriken im R3)
Durch Rotation um eine Achse und eventueller Stauchung/Streckung entsteht

aus der Ellipse das Ellipsoid (im Spezialfall die Kugel)

X2 y2 22

§+ g+ C—2=1; a;b;c>0;

aus der Hyberbel das einschalige Hyperboloid bzw. zweischalige Hyperboloid

x2 y2 72 X2 y2 72
4+ Z_ = . - J aa— . ‘h'e>0¢
28 @ 1 bzw 7z 2 @ 1; a;b;c>0;
aus der Parabel das elliptische Paraboloid
2 2
z= );—2 + % . ab>0:

Benutzt man die Kegelschnittgleichungen im R2 und ignoriert die z-Koordinate, so entsteht
aus der Ellipse der elliptische Zylinder;
aus der Hyperbel der hyperbolische Zylinder;
aus der Parabel der parabolische Zylinder.

Ferner gibt es das hyperbolische Paraboloid
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Teil 11

Ubungsaufgaben

1 Vektorraume

Aufgabe 1.1

Seien A =

fa;b;c;:::;zg ein Alphabet und M = f"; a;b;c;:::;z;aa;ab;:::g die Menge aller

endlichen Wérter mit Buchstaben aus A — darin sei " das leere Wort, also bestehend aus null

Zeichen. Die Verknupfung auf M sei das Aneinanderhdngen zweier Worter. Untersuchen Sie,
ob diese Verkntpfung assoziativ und kommutativ ist und ob es ein neutrales Element und
inverse Elemente gibt.

Aufgabe 1.2

Wir betrachten den R-Vektorraum R? mit den folgenden Abbildungen. Fir jedes 2 R sei
die Drehung um den Winkel gegen den Uhrzeigersinn um den Ursprung gegeben, d. h.

C 101 .
Dy: X . xcos ysin
y Xsin + ycos

Ferner sei fur jedes 2 R die Spiegelung an der Geraden

gegeben, d

Wir setzen

EI:tEI 1

_ cos

Yo = t sin 2R

h. CI 1) _ _ 1
s. X o x( 2si? )+2ysin cos
@y 7 2xsin cos +y(l 2co¥ )

G=1fDq;Saj 2 Rg:

(a) Zeigen Sie, dass gy fir jedes 2 R ein Unterraum von RR? ist.

(b) Zeigen Sie, dass G mit der Verkettung von Abbildungen eine Gruppe ist:

Zeigen Sie, dass eine Verknupfung auf G ist. Beweisen Sie dazu die Identitaten
DB Dq= DG"'B; SB Sa = DZ(B—O(); SB Dq = SB—O(/Z; DB Sa = SCX+[3/2

fur alle ; 2 R. Wenden Sie dazu jeweils beide Seiten auf den Vektor mit x = 1
und y =0 an.

. Zeigen Sie, dass assoziativ ist, indem Sie exemplarisch die Identitat

(Sy Sp) Da=3Sy (Sp Da)

fur alle ; ; 2 R beweisen. Benutzen Sie dazu natirlich die Identitéten aus i.
Die Assoziativitat ist eigentlich klar, weil sie allgemein bei Abbildungen gilt, ném-
lich(f g) h=f (g h) mitgeeigneten Abbildungen f;g;h.

Bestimmen Sie das neutrale Element und geben Sie die inversen Abbildungen von
Dy und Sy flur jedes 2 R an.

91



1. VEKTORRAUME LINEARE ALGEBRA

(c) Begriinden Sie, dass G nicht abelsch ist.
(d) Berechnen Sie
Dg' Do Dp; Sg' Da Sp; Dg' Sa Dp; Szt Sa Sp
fur alle ; 2 R.

Aufgabe 1.3
Geben Sie die Verknupfungstafeln fur die Addition und die Multiplikation im Koérper F3 =
f0;1;2g an.

Aufgabe 1.4
Zeigen Sie, dass die Menge f0; 1; 2; 3g mit den Verkntpfungen

+ \O 1 23 \O 1 23
0|0 1 2 3 0|0 0 0O
112 3 0 wund 1|0 1 2 3
2|12 3 01 2/0 2 31
3/3 012 3|10 3 1 2
kein Korper ist. Hinweis: Distributivgesetz
Aufgabe 1.5
Uberpriifen Sie, ob die folgenden Aussagen korrekt sind:
(@) @ ist ein Q-Vektorraum. (d) R ist ein R-Vektorraum.
(b) R ist ein Q-Vektorraum. (e) C ist ein R-Vektorraum.
(c) Q ist ein R-Vektorraum. (f) Q ist ein Z-Vektorraum.
Aufgabe 1.6
Uberprifen Sie, ob die folgenden Mengen Unterrdume des R-Vektorraums R sind.
I I | 1 I | I 1
[ 4a H 1 11 —H 1
I [ 1T it iai
@) Iﬁ;): :‘AZIRI:I (d) &'I :\AZIletJaJ ll:l
111 C_1r) 1 LI 1
11 0 H 1 CQ [ 1
[ 1T L4
(b) &%M . b2 R ©) %
LTI ] I ]
[ 1a H 1 I]Z%I 1
I
© #2 Q ' f) a 2R
a L
Aufgabe 1.7

Uberpriifen Sie, ob die folgenden Mengen Unterraume des R-Vektorraums P3(IR) sind.
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@ f2P3(R)H((1Q)=0 d f2P3(R)H(x)= ax+b; a,b2 R
1 % 1
1 (. : _
(b) T 2P3(R) 5 hat mind. eine Nullst, — (©) T 2Pa(R) llim f(x)=0
| 1 L1 1
(c) f2P3(IR)H(x):x3+ ax; a2 R (f) f2P3(IR)Hm=0
Aufgabe 1.8
Uberpriifen Sie, ob die folgenden Mengen Unterraume des R-Vektorraums ~*°(IR) sind.
1 . % _ 1 1 . a _ 1
@ (an)n2 (R) nI|m an=1 (©) (an)n 2 (R) Han)n ist konstant
1 ﬁ 1 1 ﬁ a 1
(b)  (an)n 2 "(R) Olim nan =0 (d) (an)n 2 (R) Olim — =
Aufgabe 1.9

Seien V ein Vektorraum und U; und U, zwei Unterrdume von V. Zeigen Sie: U1 [ U, ist genau
dann ein Unterraum von V, wenn U; U, oder U,  U;.

Aufgabe 1.10
Wir betrachten den Folgenraum “(R) und lassen den Folgenindex bei 0 loslaufen, was die
folgende Definition vereinfacht. Seien also (an)nrp = (@0;@1;az;:::) in "(R). Wir definieren
eine Verknipfung
1
(C)n=(an)n (bh)n mit cy= an—khx:
k=0
Zeigen Sie, dass ("(R);+; ) eine kommutative R-Algebra mit Eins ist, wobei + die gewdhn-
liche gliedweise Addition von Folgen bezeichnet. Dazu muss man die Eigenschaften der Ver-
knipfung nachrechnen; wie lautet die Eins bezlglich ?
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Sarrus Standardbasis, 13-15
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STICHWORTVERZEICHNIS LINEARE ALGEBRA

Standardskalarprodukt, 42 Vandermonde-Matrix, 37
Steinitz Vektor, 5
Austauschsatz von, 12 Basiswechsel fir einen, 31
Stitzvektor Koordinaten-, 27
einer Hyperebenen, 75 Losungs-, 18
Supremumsnorm, 41 normierter, 44
surjektiv, 26 Null-, 5
Symbol Vektoraddition, 5
Kronecker-, 16 Vektoren
Symmetrie orthogonale, 43
des Skalarprodukts, 41 Vektorprodukt, 79
symmetrische Gruppe, 33 Vektorraum, 5
symmetrische Matrix, 67 Vektorraum-Homomorphismus, 25
System Verfahren
Orthogonal-, 44 GauB-, 20
Orthonormal-, 44 Gram-Schmidt-, 45
trigonometrisches, 14, 44 Verkettung, 26
Verknlpfung, 3
Teilbarkeit, 48 Vielfachheit
Teiler. 48 algebraische, 60
Transponierte, 17 geometrische, 60

voller Rang, 17
Vollstandigkeit
eines ONS, 45
eines Raumes, 41

transponierte Matrix, 17
Transposition, 33

trigonalisierbare lineare Abbildung, 63
trigonalisierbare Matrix, 63
trigonometrisches System, 14, 44 windschiefe Geraden, 75
triviale Linearkombination, 11 Winkel, 43

triviale Lésung, 19
trivialer Unterraum, 7
triviales ldeal, 52
Tschebysche [=RBolynom, 46

zwischen Ebene und Gerade, 81
zwischen zwei Ebenen, 81
zwischen zwei Geraden, 80

Zeile, 15
unabhangig Entwicklung nach einer, 34
linear, 11 Zeilenindex, 15
unendlich-dimensional, 13 Zeilenrang, 17
Unendlich-Norm, 40 Zeilensummennorm, 40
ungerade Permuation, 34 Zerlegung
Ungleichung in Primfaktoren, 52
Cauchy-Schwarz-, 43 zweischaliges Hyperboloid, 89
Dreiecks-, 39 Zylinder
Minkowski-, 39 elliptischer, 89
unitar diagonalisierbare Matrix, 68 hyperbolischer, 89
unitare Matrix, 67 parabolischer, 89

unitarer Raum, 42

Unterraum, 7
trivialer, 7

Unterraumkriterium, 7
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