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Teil I

De�nitionen und Sätze

1 Vektorräume

Definition 1.1 (Verknüpfung)
Seien M 6= ; eine nicht-leere Menge und

� : M � M ! M

eine Abbildung, die zwei Elementen aus M ein drittes zuordnet. Man beachte, dass die Defi-
nition fordert, dass das verknüpfte Objekt a� b für alle a; b2 M tatsächlich wieder in M liegt.
Eine solche Abbildung � nennen wir eine Verknüpfung auf M .

Definition 1.2 (Verknüpfungseigenschaften)
Sei � eine Verknüpfung auf M .

(a) � heißt assoziativ , falls

(a � b) � c = a � (b� c) 8 a; b; c2 M :

In der Regel lassen wir dann die Klammern weg und schreiben a � b� c.

(b) � heißt kommutativ , falls
a � b = b� a 8 a; b2 M :

(c) e 2 M heißt neutrales Element bezüglich � , falls

e � a = a � e = a 8 a 2 M :

(d) b 2 M heißt das Inverse von a 2 M bezüglich � und e, falls

a � b = b� a = e :

Seien + und � zwei Verknüpfungen auf M .

(e) + und � heißen distributiv , falls

a � (b+ c) = a � b+ a � c ; (a + b) � c = a � c + b� c 8 a; b; c2 M :

Definition 1.3 (Gruppe)
Seien G 6= ; eine nicht-leere Menge und � eine assoziative Verknüpfung auf G. Gibt es ein
neutrales Element e 2 G und zu jedem a 2 G ein Inverses, so heißt (G; � ; e) (oder kürzer G)
eine Gruppe. Ist zusätzlich � kommutativ, so heißt (G; � ; e) eine abelsche Gruppe.

Beispiel 1.4 (Gruppen)

(a) Die ganzen Zahlen, rationalen Zahlen, reellen Zahlen bzw. komplexen Zahlen bilden
bezüglich der Addition und mit dem neutralen Element 0 eine abelsche Gruppe, nämlich
(Z; + ; 0), (Q; + ; 0), (R; + ; 0) bzw. (C; + ; 0).
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1. VEKTORRÄUME LINEARE ALGEBRA

(b) Die Menge nZ = f nz j z 2 Zg der durch n 2 N teilbaren ganzen Zahlen ist eine abelsche
Gruppe bezüglich Addition und mit neutralem Element 0, also (nZ; + ; 0).

(c) Die Menge N0 der natürlichen Zahlen mit 0 besitzt ein neutrales Element der Addition
(nämlich die 0), aber keine additiven Inversen für alle Zahlen ungleich 0.

(d) Die rationalen Zahlen, reellen Zahlen bzw. komplexen Zahlen, jeweils ohne die 0, bilden
bezüglich der Multiplikation und mit dem neutralen Element 1 eine abelsche Gruppe,
nämlich (Q n f 0g; �; 1), (R n f 0g; �; 1) bzw. (C n f 0g; �; 1).

(e) Die ganzen Zahlen ohne die 0 bilden bezüglich der Multiplikation keine Gruppe, weil
alle ganzen Zahlen außer � 1 keine multiplikativen Inversen haben.

(f) (f� 1g; �; 1) mit der gewöhnlichen Multiplikation � auf Z ist eine abelsche Gruppe.

(g) Wir setzen � = e2πi/3 = ( � 1 +
p

3 i)=2 mit � 2 = �� = e−2πi/3 = ( � 1 �
p

3 i)=2 und � 3 = 1
und definieren die sechs Funktionen f 1; : : : ; f 6 : C ! C durch

f 1(z) = z ; f 2(z) = �z ; f 3(z) = �z ; f 4(z) = � �z ; f 5(z) = � 2z ; f 6(z) = � 2 �z :

Bezüglich der Verkettung � ergibt sich nach etwas länglicher Rechnung die folgende
Verknüpfungstafel

� f 1 f 2 f 3 f 4 f 5 f 6
f 1 f 1 f 2 f 3 f 4 f 5 f 6
f 2 f 2 f 1 f 6 f 5 f 4 f 3
f 3 f 3 f 4 f 5 f 6 f 1 f 2
f 4 f 4 f 3 f 2 f 1 f 6 f 5
f 5 f 5 f 6 f 1 f 2 f 3 f 4
f 6 f 6 f 5 f 4 f 3 f 2 f 1

Beispielsweise liest man aus der Tafel f 2 � f 4 = f 5 ab. Somit ist � eine Verknüpfung
auf G = f f 1; : : : ; f 6g, die Verkettung ist allgemein assoziativ, und f 1 ist das neutrale
Element (die Identität auf C). Ferner hat jedes f k ein Inverses, z. B. ist nach der Tafel
f 3 das Inverse von f 5. Damit ist (G; � ; f 1) eine Gruppe, und sie ist nicht abelsch, weil
f 2 � f 3 6= f 3 � f 2.

Definition 1.5 (Körper)
Sei K eine Menge mit zwei Verknüpfungen + und �, und es gelte:

(a) (K; + ; 0) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.

(b) (K n f 0g; �; 1) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.

(c) + und � sind distributiv.

Dann nennen wir (K; + ; �; 0; 1) (oder kürzer K ) einen Körper . Wir nennen + die Addition auf
K und � die Multiplikation auf K .

Beispiel 1.6 (Körper)

(a) Die rationalen Zahlen, reellen Zahlen bzw. komplexen Zahlen bilden bezüglich der Ad-
dition und Multiplikation mit neutralen Elementen 0 und 1 einen Körper, nämlich
(Q; + ; �; 0; 1), (R; + ; �; 0; 1) bzw. (C; + ; �; 0; 1).
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LINEARE ALGEBRA 1. VEKTORRÄUME

(b) Die ganzen Zahlen bilden keinen Körper, weil von Z n f 0g nur � 1 ein multiplikatives
Inverses besitzen.

(c) Die Menge F2 = f 0; 1g wird mit der durch die Verknüpfungstafeln

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

und
� 0 1
0 0 0
1 0 1

gegebenen Addition und Multiplikation zu einem Körper, dem sognannten Körper mit
zwei Elementen. Man beachte, dass hier tatsächlich 1 + 1 = 0 gilt. Interpretiert man 0
als logisch falsch und 1 als logisch wahr, dann entspricht + dem logischen XOR und �
dem logischen AND. }

Es gibt noch viele andere Körper, die aber hier nicht von Interesse sind. Für die Aussagen, die
für jeden Körper richtig sind, benutzen wir im Folgenden allgemein K . Man kann dabei immer
an R oder C denken. Außerdem lassen wir im Folgenden den Punkt für die Multiplikation im
Körper in der Regel weg.

Definition 1.7 (Vektorraum)
Seien (V;+ V ; 0V ) eine abelsche Gruppe und (K; + K ; �K ; 0K ; 1K ) ein Körper. Ferner sei eine
Abbildung

�V : K � V ! V ; (�; v ) 7! � �V v

definiert, so dass gilt:

(a) �K und �V sind zueinander assoziativ, d. h.

(� �K � ) �V v = � �V (� �V v) 8 �; � 2 K 8 v 2 V :

(b) + K/+ V und �V sind distributiv, d. h.

(� + K � ) �V v = � �V v + V � �V v 8 �; � 2 K 8 v 2 V :

(c) + V und �V sind distributiv, d. h.

� �V (v + V w) = � �V v + V � �V w 8 � 2 K 8 v; w 2 V :

(d) Um pathologische Fälle auszuschließen, sei

1K �V v = v 8 v 2 V :

Dann nennen wir V einen K -Vektorraum (oder kurz Vektorraum) mit Vektoraddition + V und
Skalarmultiplikation �V . Die Elemente aus V nennen wir Vektoren, die Zahlen aus K Skalare
und 0V den Nullvektor . }

Im Folgenden lassen wir die Indizes K und V an den Verknüpfungssymbolen und an 0 und 1
weg, ebenso verzichten wir in der Regel auf den Punkt für die Skalarmultiplikation. Trotzdem
sei noch einmal betont, dass die Vektoraddition und Skalarmultiplikation etwas anderes sind
als die Addition und Multiplikation im Körper.

Satz 1.8 (Vektorraumeigenschaften)
In einem K -Vektorraum V gilt:

(a) Für jedes v 2 V ist die eindeutige Lösung w 2 V von v + w = 0 gleich � v.
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1. VEKTORRÄUME LINEARE ALGEBRA

(b) Für jedes v 2 V ist 0 � v = 0 .

(c) Für jedes � 2 K ist � � 0 = 0.

(d) Gilt für � 2 K und v 2 V die Gleichung �v = 0 , so ist � = 0 oder v = 0 .

Beispiel 1.9 (Vektorräume)

(a) Für jeden Körper K und jedes n 2 N definieren wir K n als die Menge aller Spaltenvek-
toren

v =




v1
...

vn





mit Einträgen v1; : : : ; vn 2 K . Mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation



v1
...

vn



 +




w1
...

wn



 =




v1 + w1

...
vn + wn



 und � �




v1
...

vn



 =




�v 1

...
�v n





für alle � 2 K und v; w 2 K n wird K n zu einem K -Vektorraum. Der Nullvektor ist

0 =




0
...
0



 :

(b) Für jeden Körper K definieren wir `(K ) als die Menge der Folgen mit Werten in K . Mit
der gliedweisen Addition und Skalarmultiplikation

(an)n + ( bn)n = ( an + bn)n und � � (an)n = ( �a n)n

für alle � 2 K und (an)n; (bn)n 2 `(K ) wird `(K ) zu einem K -Vektorraum. Der Null-
vektor ist die Folge, die identisch 0 ist.

(c) Das Beispiel (b) funktioniert auch für Folgen mit Werten in einem K -Vektorraum V .
Dann ist also auch `(V ) ein K -Vektorraum.

(d) Für jeden Körper K definieren wir Abb(K; K ) als die Menge der Abbildungen f : K !
K . Mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation

(f + g)(x) = f (x) + g(x) und (� � f )(x) = �f (x)

für alle � 2 K , f; g 2 Abb(K; K ) und x 2 K wird Abb(K; K ) zu einem K -Vektorraum.
Der Nullvektor ist die Funktion, die identisch 0 ist.

(e) Das Beispiel (d) funktioniert auch, wenn der Definitionsbereich irgendeine nicht-leere
Menge A und der Zielbereich ein K -Vektorraum V ist. Dann ist also auch Abb(A; V )
ein K -Vektorraum.

(f) Der Vektorraum f 0g, der nur aus dem Nullvektor besteht, heißt der Nullraum.
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LINEARE ALGEBRA 1. VEKTORRÄUME

Definition 1.10 (Unterraum)
Sei V ein K -Vektorraum. Eine Teilmenge U � V heißt ein Unterraum von V , wenn U selbst
ein K -Vektorraum bezüglich der auf V definierten Verknüpfungen ist. Jeder Vektorraum V
besitzt den Nullraum f 0g und sich selbst als Unterraum; sie heißen die trivialen Unterräume.

Satz 1.11 (Unterraumkriterium)
Eine Teilmenge U � V eines K -Vektorraums V ist genau dann ein Unterraum von V , wenn
die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(a) U ist nicht leer.

(b) U ist abgeschlossen bezüglich Addition, d. h.

u + v 2 U 8 u; v 2 U :

(c) U ist abgeschlossen bezüglich Skalarmultiplikation, d. h.

� � u 2 U 8 � 2 K 8 u 2 U :

Beispiel 1.12 (Unterräume)

(a) Seien n 2 N und m 2 N0 mit m � n. Dann ist

U =











c1
...

cm
0
...
0






2 K n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1; : : : ; cm 2 K






ein Unterraum des Vektorraums K n. Für m = 0 entsteht der triviale Unterraum U =
f 0g, für m = n der triviale Unterraum U = V .

(b) Um Eigenschaften von Folgen zu untersuchen, sei K = R oder K = C. Dann ist die
Menge

`∞(K ) =
{

(an)n 2 `(K )
∣∣ (an)n ist beschränkt

}

ein Unterraum des Vektorraums `(K ), weil Summen und skalare Vielfache beschränkter
Folgen wieder beschränkt sind.

Die Menge
`c(K ) =

{
(an)n 2 `(K )

∣∣ (an)n konvergiert
}

ist ein Unterraum von `(K ), weil Summen und skalare Vielfache konvergenter Folgen
wieder konvergent sind. Es ist sogar `c(K ) ein Unterraum von `∞(K ), weil jede konver-
gente Folge beschränkt ist.

Die Menge
`0(K ) =

{
(an)n 2 `(K )

∣∣∣ lim
n→∞

an = 0
}

ist ein Unterraum von `(K ), weil Summen und skalare Vielfache von Nullfolgen wieder
Nullfolgen sind. Klarerweise ist `0(K ) ein Unterraum von `c(K ).
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1. VEKTORRÄUME LINEARE ALGEBRA

Die Menge

`1(K ) =

{

(an)n 2 `(K )

∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

janj konvergiert

}

ist ein Unterraum von `(K ), weil Summen und skalare Vielfache von konvergenten Reihen
wieder konvergente Reihen sind. Es ist sogar `1(K ) ein Unterraum von `0(K ), weil aus
der Reihenkonvergenz folgt, dass (an)n eine Nullfolge sein muss.

Die Bezeichnungen der Räume wirken etwas willkürlich, sie haben jedoch eine tiefsinni-
gere Bedeutung, auf die wir hier nicht eingehen möchten.

(c) Um Eigenschaften von Funktionen zu untersuchen, seien A � R und K = R. Dann ist
die Menge

C(A;R) =
{

f : A ! R ∣∣ f ist stetig
}

ein Unterraum des R-Vektorraums Abb(A;R), weil Summen und skalare Vielfache ste-
tiger Funktionen wieder stetig sind.

Die Menge

Ck(A;R) =
{

f : A ! R ∣∣ f ist k-mal stetig differenzierbar
}

;

wobei wir A für den Begriff der Differenzierbarkeit als offen annehmen, ist für jedes
k 2 N ein Unterraum von Abb(A;R). Es ist sogar C1 ein Unterraum von C, C2 ein
Unterraum von C1, usw., jeweils weil stetig notwendig für differenzierbar ist.

Die Menge

C∞(A;R) =
{

f : A ! R ∣∣ f ist beliebig oft differenzierbar
}

ist ein Unterraum von Abb(A;R) und natürlich auch von C und jedem Ck.

Die Menge

P(R) =

{

x 7!
n∑

k=0

ckxk

∣∣∣∣∣
x 2 R ; n 2 N0 ; c0; : : : ; cn 2 R}

ist ein Unterraum von Abb(R;R) und natürlich auch von C∞(R;R), weil Polynome
beliebig oft differenzierbar sind.

Die Menge

Pn(R) =

{

x 7!
n∑

k=0

ckxk

∣∣∣∣∣
x 2 R ; c0; : : : ; cn 2 R}

ist für jedes n 2 N0 ein Unterraum von Abb(R;R). Es ist sogar P0 ein Unterraum von
P1, P1 ein Unterraum von P2, usw., und insbesondere sind alle Pn Unterräume von P .

Satz 1.13
Seien V ein Vektorraum und U1 und U2 zwei Unterräume von V .

(a) Der Durchschnitt U1 \ U2 ist wieder ein Unterraum von V . Dies ist auch für mehr als
zwei Unterräume und sogar für unendlich viele Unterräume richtig.
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(b) Die Summe
U1 + U2 =

{
u1 + u2

∣∣ u1 2 U1 ; u2 2 U2
}

ist wieder ein Unterraum von V . Dies ist auch für mehr als zwei Unterräume richtig.

(c) Die Vereinigung U1 [ U2 ist im Allgemeinen kein Unterraum.

Beispiel 1.14

(a) Es gilt

C∞(A;R) =
∞⋂

k=0

Ck(A;R) :

(b) Seien V = C(R;R), U1 = P(R) und

U2 = f f 2 V j f ist beschränktg:

Mit f 1(x) = x und f 2(x) = sin( x) gilt f 1; f 2 2 V sowie f 1 2 U1 und f 2 2 U2. Aber dann
ist f 1 + f 2 =2 U1 [ U2, da f 1 + f 2 weder ein Polynom noch beschränkt ist. Deshalb ist
U1 [ U2 kein Unterraum von V .

Im Übrigen gilt U1 \ U2 = P0(R), denn nur die konstanten Polynome sind beschränkt.

(c) Es gilt

P(R) =
∞⋃

n=0

Pn(R) ;

und dies ist sogar ein Vektorraum. Das liegt daran, weil die Mengen, über die vereinigt
wird, alle ineinander liegen, genauer weil P0 � P 1 � P 2 � � � � gilt. }

Die in den Beispielen betrachteten Folgen und Funktionen können auch miteinander multi-
pliziert werden, z. B. ist das gliedweise Produkt zweier konvergenter Folgen wieder eine kon-
vergente Folge und das punktweise Produkt zweier stetiger Funktionen wieder eine stetige
Funktion. Dies ist allerdings in der Struktur als Vektorraum nicht von Belang. Es gibt aber
noch weitere algebraische Strukturen, in denen diese Verknüpfung eine Rolle spielt; wir geben
sie mit dem Blick auf folgende Mathematik-Veranstaltungen kurz an, werden sie aber nur
selten weiter verwenden.

Definition 1.15 (Ring, Algebra)

(a) Sei R eine Menge mit zwei Verknüpfungen + und �, und es gelte:

i. (R; + ; 0) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
ii. � ist assoziativ.
iii. + und � sind distributiv.

Dann nennen wir (R; + ; �; 0) (oder kürzer R) einen Ring . Ist zusätzlich � kommutativ, so
sprechen wir von einem kommutativen Ring . Ist 1 2 R ein neutrales Element bezüglich
�, so sprechen wir von einem (kommutativen) Ring mit Eins.

(b) Ein K -Vektorraum V , auf dem gleichzeitig eine Ringmultiplikation V � V ! V definiert
ist, heißt eine K -Algebra.
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1. VEKTORRÄUME LINEARE ALGEBRA

Beispiel 1.16 (Ringe, Algebren)

(a) Die Menge der ganzen Zahlen ist ein kommutativer Ring mit Eins.

(b) Der R-Vektorraum C(A;R) mit der punktweisen Multiplikation

(f � g)(x) = f (x)g(x)

ist eine kommutative R-Algebra mit Eins, wobei die Eins die Funktion konstant 1 ist.

(c) Der R-Vektorraum P(R) mit der Polynommultiplikation ist eine R-Algebra.

Die R-Vektorräume Pn(R) sind – mit Ausnahme von n = 0 – keine Algebren bezüglich
der Polynommultiplikation, denn das Produkt zweier Polynome vom Grad n hat Grad
2n und liegt daher nicht in Pn(R).
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2 Basis und Dimension

Definition 2.1 (Linearkombination)
Seien V ein K -Vektorraum und v1; : : : ; vn 2 V . Für � 1; : : : ; � n 2 K heißt

� 1v1 + : : : + � nvn =
n∑

k=1

� kvk 2 V

eine Linearkombination von v1; : : : ; vn. Die Linearkombination mit � 1 = : : : = � n = 0 heißt
die triviale Linearkombination und ergibt immer den Nullvektor.

Definition und Satz 2.2 (lineare Hülle)
Seien V ein K -Vektorraum und v1; : : : ; vn 2 V . Die Menge

LH( v1; : : : ; vn) =

{ n∑

k=1

� kvk

∣∣∣∣∣
� 1; : : : ; � n 2 K

}

� V

heißt die lineare Hülle der Vektoren v1; : : : ; vn. Sie ist ein Unterraum von V .

Definition 2.3 (Erzeugendensystem)
Seien V ein Vektorraum und U ein Unterraum. Eine Menge f u1; : : : ; ung � U heißt ein
Erzeugendensystem von U, falls

U = LH( u1; : : : ; un) :

Man sagt auch, dass die Vektoren u1; : : : ; un den Unterraum U erzeugen.

Definition 2.4 (linear (un)abhängig)
Seien V ein K -Vektorraum und v1; : : : ; vn 2 V .

(a) Die Menge f v1; : : : ; vng heißt linear unabhängig , falls
n∑

k=1

� kvk = 0 = ) � 1 = : : : = � n = 0 ;

d. h. der Nullvektor kann nur durch die triviale Linearkombination dargestellt werden.

(b) Die Menge f v1; : : : ; vng heißt linear abhängig , falls sie nicht linear unabhängig ist.

Beispiel 2.5 (linear (un)abhängig)

(a) Im R-Vektorraum R2 betrachten wir die Menge
{

v =
(

1
3

)
; w =

(
� 1
2

)}
:

Aus �v + �w = 0 folgt � � � = 3 � + 2 � = 0 , also � = � = 0 , d. h. die Menge ist linear
unabhängig.

(b) Im R-Vektorraum C(R;R) betrachten wir die Menge f cosh; sinh; expg. Wegen

cosh(x) =
exp(x) + exp( � x)

2
und sinh(x) =

exp(x) � exp(� x)
2

gilt cosh(x) + sinh( x) � exp(x) = 0 für alle x 2 R, d. h. die Menge ist linear abhängig.

11



2. BASIS UND DIMENSION LINEARE ALGEBRA

(c) ImR-Vektorraum C(R;R) betrachten wir nun die Menge f cos; sin; expg. Für ihre lineare
Unabhängigkeit müssen wir

� 1 cos(x) + � 2 sin(x) + � 3 exp(x) = 0 8 x 2 R =) � 1 = � 2 = � 3 = 0

zeigen. Für x = 0 und x = 2 � erhalten wir die beiden Gleichungen � 1 + � 3 = 0 und
� 1 + � 3 exp(2� ) = 0 . Daraus folgt � 1 = � 3 = 0 , also auch � 2 = 0 .

(d) Im R-Vektorraum P(R) betrachten wir die Menge f 1; x; x 2g. Der Ansatz � 1 + � 2x +
� 3x2 = 0 führt nach ähnlicher Rechnung wie in (c) auf � 1 = � 2 = � 3 = 0 , d. h. die
Menge ist linear unabhängig.

Wir werden später mit Hilfe von Determinanten zeigen, dass jede endliche Teilmenge von
f xk j k 2 N0g � P (R) linear unabhängig ist. Auf dieser Tatsache beruht das folgende
Prinzip des Koeffizientenvergleichs: Sind p(x) =

∑m
k=0 akxk und q(x) =

∑n
k=0 bkxk zwei

Polynome, so gilt die Äquivalenz

p(x) = q(x) 8 x 2 R () m = n und ak = bk 8 k 2 f 0; : : : ; ng:

Definition 2.6 (Basis)
Ein linear unabhängiges Erzeugendensystem eines Vektorraums V heißt eine Basis von V .

Hauptsatz 2.7
Sei V ein K -Vektorraum mit Basis f b1; : : : ; bng. Dann kann jeder Vektor v 2 V in eindeutiger
Weise als Linearkombination der Basis dargestellt werden, d. h. es gibt eindeutig bestimmte
Koeffizienten � 1; : : : ; � n 2 K mit

n∑

k=1

� kbk = v :

Die Existenz rührt vom Erzeugendensystem, die Eindeutigkeit von der linearen Unabhängig-
keit her.

Satz 2.8
Sei V ein Vektorraum mit Basis B = f b1; : : : ; bng.

(a) Für jedes k 2 f 1; : : : ; ng ist f b1; : : : ; bk−1; bk+1; : : : ; bng noch linear unabhängig, aber
kein Erzeugendensystem von V mehr.

(b) Für jedes v 2 V n B ist B [ f vg noch ein Erzeugendensystem von V , aber nicht mehr
linear unabhängig.

Hauptsatz 2.9 (Austauschsatz von Steinitz)
Sei V ein K -Vektorraum mit Basis B = f b1; : : : ; bng.

(a) Seien v 2 V und k 2 f 1; : : : ; ng derart, dass � k 6= 0 in v =
∑n

i=1 � ibi gilt. Dann ist auch
f b1; : : : ; bk−1; bk+1; : : : ; bn; vg eine Basis von V .

(b) Ist f v1; : : : ; vmg � V linear unabhängig, dann gilt m � n, und diese Menge kann durch
Vektoren aus B zu einer Basis von V ergänzt werden.

(c) Jede Basis von V besitzt genau n Elemente. }
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LINEARE ALGEBRA 2. BASIS UND DIMENSION

Im Allgemeinen besitzt ein Vektorraum sehr viele verschiedene Basen, aber wir haben im
letzten Satz festgestellt, dass alle Basen gleich viele Elemente besitzen.

Definition 2.10 (Dimension)
Sei V ein Vektorraum.

(a) Ist f b1; : : : ; bng eine Basis von V , so hat nach dem letzten Satz jede Basis n Elemente,
und wir definieren durch

dim V = n

die Dimension von V und nennen V dann n-dimensional und insbesondere endlich-
dimensional .

(b) Gibt es keine endliche Teilmenge von V , die eine Basis von V ist, dann nennen wir V
unendlich-dimensional und schreiben

dim V = 1 :

Satz 2.11
Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum.

(a) Jeder Unterraum U ist endlich-dimensional mit

0 � dim U � dim V :

(b) Für den Schnitt zweier Unterräume U1 und U2 gilt

dim U1 + dim U2 � dim V � dim(U1 \ U2) � minf dim U1; dim U2g:

(c) Für die Summe zweier Unterräume U1 und U2 gilt

dim(U1 + U2) = dim U1 + dim U2 � dim(U1 \ U2) :

Beispiel 2.12 (Basen, Dimensionen)

(a) Eine Basis des Vektorraums K n der Spaltenvektoren ist

f e1; : : : ; eng mit ek =





0
...
0
1
0
...
0





 k-te Stelle ;

die sogenannte Standardbasis. Der Basisvektor ek heißt der k-te Einheitsvektor . Für
jeden Vektor v 2 K n gilt v =

∑n
k=1 vkek. Da die Standardbasis aus n Vektoren besteht,

ist
dim K n = n :

13



2. BASIS UND DIMENSION LINEARE ALGEBRA

(b) Im Folgenraum `(R) definieren wir ek als die Folge (an)n mit ak = 1 und an = 0 für
alle n 2 N n f kg. Offenbar ist jede der Mengen f e1; : : : ; eng linear unabhängig, so dass
dim `(R) = 1 . Wir können jedoch endlich-dimensionale Unterräume bilden, und zwar

Un = LH( e1; : : : ; en) mit dim Un = n :

Un besteht dann aus allen Folgen, die nach dem n-ten Glied 0 sind, und es gilt U1 �
U2 � U3 � � � � ; außerdem ist

U =
⋃

n∈NUn

ein Unterraum. Er enthält alle abbrechenden Folgen, d. h. diejenigen, die ab irgendeinem
Glied 0 sind. Auch er ist unendlich-dimensional.

(c) In Anlehnung an Beispiel 2.5d ist f 1; x; x 2; : : : ; xng eine Basis von Pn(R), die wir die
Standardbasis nennen. Damit gilt also

dim Pn(R) = n + 1 :

Der Vektorraum P(R) ist bereits unendlich-dimensional.

(d) Aus (c) folgt, dass erst recht der Vektorraum C(A;R) der stetigen Funktionen unendlich-
dimensional ist, ebenso Ck und C∞. Man kann zeigen, dass das sogenannte trigonome-
trische System

{
1; cos(x); sin(x); cos(2x); sin(2x); : : :

}
� C ∞(R;R)

linear unabhängig ist. Es bildet die Grundlage zu den klassischen Fourierreihen, auf die
wir später wieder zurückkommen werden.

Satz 2.13
Seien V ein n-dimensionaler Vektorraum und M � V eine Teilmenge mit m Elementen.

(a) Ist m < n , so ist M kein Erzeugendensystem und damit keine Basis. Ist M linear
unabhängig, so kann sie von n � m geeigneten Vektoren aus V zu einer Basis von V
ergänzt werden.

(b) Ist m > n , so ist M linear abhängig und damit keine Basis. Ist M ein Erzeugendensys-
tem, so kann sie durch Streichen von m � n geeigneten Vektoren zu einer Basis von V
verkleinert werden.

(c) Ist m = n, so sind die drei Aussagen

i. M ist ein Erzeugendensystem

ii. M ist linear unabhängig

iii. M ist eine Basis

äquivalent. Anders formuliert: Ist eine n-elementige Teilmenge eines n-dimensionalen
Vektorraums linear unabhängig, so ist sie bereits eine Basis. Dieselbe Aussage gilt für
„ein Erzeugendensystem“ statt „linear unabhängig“.
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3 Matrizen und lineare Gleichungssysteme

Definition 3.1 (Matrix)
Seien K ein Körper und m; n 2 N. Dann heißt das rechteckige Schema

A = ( aik) =




a11 � � � a1n
...

...
am1 � � � amn





eine m � n-Matrix oder eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten. Die Zahlen aik 2 K für alle
i 2 f 1; : : : ; mg und k 2 f 1; : : : ; ng heißen die Einträge der Matrix, i heißt der Zeilenindex
und k der Spaltenindex . Die Menge aller m � n-Matrizen bezeichnen wir mit K m×n, und wir
nennen das Paar (m; n) die Größe der Matrix.

Für jedes i 2 f 1; : : : ; mg heißt der Zeilenvektor
(
ai1 � � � ain

)
2 K 1×n

die i -te Zeile von A; für jedes k 2 f 1; : : : ; ng heißt der Spaltenvektor



a1k
...

amk



 2 K m

die k-te Spalte von A. Wenn die Einträge keine eigene Namen besitzen, dann bezeichnen wir
auch mit (A)ik den Eintrag von A and der Stelle (i; k ).

Satz 3.2 (Vektorraum der Matrizen)
Seien K ein Körper und m; n 2 N. Dann ist K m×n mit den Verknüpfungen

(A + B )ik = ( A)ik + ( B )ik und (� � A)ik = � � (A)ik

für alle � 2 K und A; B 2 K m×n ein K -Vektorraum, und der Nullvektor ist die Nullmatrix

0m×n =






0 � � � 0
...

...
0 � � � 0




 :

Wir bezeichnen mit Eik 2 K m×n diejenige Matrix mit (Eik)ik = 1 und (Eik)jℓ = 0 für alle
(j; ` ) 6= ( i; k ). Dann ist {

Eik
∣∣ i 2 f 1; : : : ; mg; k 2 f 1; : : : ; ng

}

eine Basis von K m×n, die sogenannte Standardbasis, d. h. es gilt

dim K m×n = mn : }

Zwei Matrizen können natürlich nur dann addiert werden, wenn sie dieselbe Größe besitzen.
Sind also A 2 K m×n und B 2 K p×q, so ist die Summe A + B nur dann definiert, wenn
(m; n) = ( p; q) ist. Anderenfalls ist A + B sinnlos.
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3. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME LINEARE ALGEBRA

Definition 3.3 (Matrizenprodukt)
Seien A = ( aik) 2 K m×p und B = ( bik) 2 K p×n. Dann heißt die Matrix C 2 K m×n mit den
Einträgen

cik =
p∑

j=1

aijbjk

das Matrizenprodukt C = A � B der Matrizen A und B . Ein solches Produkt ist nicht definiert
zwischen zwei Matrizen A 2 K m×p und B 2 K q×n mit p 6= q. Damit das Produkt A � B
definiert ist, muss die Spaltenanzahl von A mit der Zeilenanzahl von B übereinstimmen.

Satz 3.4 (Rechenregeln)

(a) Das Matrizenprodukt ist assoziativ, d. h. es gilt

(A � B ) � C = A � (B � C) 8 A 2 K m×p 8 B 2 K p×q 8 C 2 K q×n :

(b) Die Addition und das Matrizenprodukt sind distributiv, d. h. es gilt

A � (B + C) = A � B + A � C 8 A 2 K m×p 8 B; C 2 K p×n

und
(A + B ) � C = A � C + B � C 8 A; B 2 K m×p 8 C 2 K p×n :

(c) Das Matrizenprodukt ist nicht kommutativ, denn:

i. Wenn A � B definiert ist, muss B � A nicht definiert sein.
ii. Sind A � B und B � A definiert, so müssen sie nicht dieselbe Größe haben.
iii. Selbst wenn A � B und B � A dieselbe Größe haben, können sie verschieden sein. }

Im Folgenden lassen wir auch den Matrizenmultiplikationspunkt im Allgemeinen weg.

Definition und Satz 3.5 (quadratische Matrizen)

(a) Wir nennen eine Matrix A quadratisch, wenn sie gleich viele Zeilen wie Spalten besitzt,
d. h. wenn A 2 K n×n gilt.

(b) Der K -Vektorraum K n×n bildet zusammen mit der Matrizenmultiplikation wegen der
Rechenregeln aus Satz 3.4 eine nicht-kommutative K -Algebra.

(c) Die n � n-Einheitsmatrix

I n =





1 0 � � � 0

0
. . . . . .

...
... . . . . . . 0
0 � � � 0 1




2 K n×n

ist das neutrale Element bezüglich der Matrizenmultiplikation in K n×n, d. h.

AI n = I nA = A 8 A 2 K n×n :

Ihre Einträge bezeichnen wir mit dem sogenannten Kronecker-Symbol � ik. Es gilt also
� ik = 1 für i = k und � ik = 0 sonst.
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LINEARE ALGEBRA 3. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Definition und Satz 3.6 (transponieren)

(a) Ist A = ( aik) 2 K m×n, so heißt die Matrix AT 2 K n×m mit den Einträgen (AT)ik = aki
die Transponierte oder transponierte Matrix von A. Die Spalten von AT sind also die
Zeilen von A, und die Zeilen von AT die Spalten von A.

(b) Es gilt

(A + B )T = AT + B T ; (�A )T = �A T ; (AT)T = A 8 � 2 K 8 A; B 2 K m×n

sowie
(AB )T = B TAT 8 A 2 K m×p 8 B 2 K p×n :

Definition und Satz 3.7 (Rang)
Sei A = ( aik) 2 K m×n.

(a) Als den Spaltenrang von A definieren wir die maximale Anzahl linear unabhängiger
Spalten, genauer

S-Rang(A) = dim LH








a11
...

am1



 ; : : : ;




a1n

...
amn







 :

(b) Als den Zeilenrang von A definieren wir die maximale Anzahl linear unabhängiger Zeilen,
also

Z-Rang(A) = S-Rang(AT) :

(c) Für jedes A gilt
S-Rang(A) = Z-Rang( A) ;

d. h. wir können diese Zahl auch kurz als den Rang von A bezeichnen. Es gilt

0 � Rang(A) � minf m; ng:

Wir sagen, A habe vollen Rang , wenn statt dem zweiten „ � “ sogar „= “ gilt.

(d) Wir definieren den Defekt von A durch

Def(A) = n � Rang(A) :

Achtung: Es gilt im Allgemeinen nicht Def(A) = Def( AT). }

Wir werden sehen, dass der Rang einer Matrix für sehr viele Anwendungen in der linearen
Algebra wichtig ist. Wir betrachten daher im Folgenden lineare Gleichungssysteme und geben
einige Beispiele an. Zunächst aber noch ein Satz für das Einsatzgebiet des Ranges:

Satz 3.8
Seien v1; : : : ; vm 2 K n. Dann gilt

f v1; : : : ; vmg linear unabhängig () Rang(v1; : : : ; vm) = m

und
f v1; : : : ; vmg Erzeugendensystem () Rang(v1; : : : ; vm) = n :

Insbesondere gilt für m = n

f v1; : : : ; vng Basis () Rang(v1; : : : ; vn) = n :
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3. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME LINEARE ALGEBRA

Definition 3.9 (lineares Gleichungssystem)
Seien A = ( aik) 2 K m×n und b = ( bi) 2 K m gegeben. Dann heißt

Ax = b

bzw. 


a11 � � � a1n
...

...
am1 � � � amn








x1
...

xn



 =




b1
...

bm





bzw.
n∑

k=1

aikxk = bi 8 i 2 f 1; : : : ; mg

bzw.
a11x1 + : : : + a1nxn = b1

...
...

...
am1x1 + : : : + amnxn = bm

bzw. 


a11 � � � a1n
...

...
am1 � � � amn

∣∣∣∣∣∣∣

b1
...

bm





ein lineares m � n-Gleichungssystem für den Lösungsvektor x 2 K n mit Koeffizientenmatrix A
und rechter Seite bzw. Inhomogenität b. Wir nennen das lineare Gleichungssystem homogen,
falls b der Nullvektor ist. Im inhomogenen Fall nennen wir (A; b) 2 K m×(n+1) die erweiterte
Koeffizientenmatrix .

Beispiel 3.10 (lineare Gleichungssysteme)
Lineare Gleichungssysteme treten häufig auf, hier einige Beispiele:

(a) Sei die reelle Partialbruchzerlegung von

5t2 + 2 t + 1
t4 � 2t2 + 1

gesucht. Der Nenner ist offenbar (t2 � 1)2 = ( t � 1)2(t + 1) 2, d. h. der Ansatz lautet

x1

t � 1
+

x2

(t � 1)2 +
x3

t + 1
+

x4

(t + 1) 2 :

Multiplikation mit dem Hauptnenner ergibt

5t2 + 2 t + 1 = x1(t � 1)(t + 1) 2 + x2(t + 1) 2 + x3(t � 1)2(t + 1) + x4(t � 1)2

und nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen

(x1+ x3)t3+( x1+ x2� x3+ x4� 5)t2+( � x1+2x2� x3� 2x4� 2)t+( � x1+ x2+ x3+ x4� 1) = 0 :

Da f t3; t2; t; 1g in P(R) linear unabhängig ist, müssen alle Koeffizienten 0 sein. Daraus
entsteht das lineare 4 � 4-Gleichungssystem

x1 + x3 = 0 ; x1 + x2 � x3 + x4 = 5 ; � x1 +2x2 � x3 � 2x4 = 2 ; � x1 + x2 + x3 + x4 = 1 :
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(b) Sei der Gesamtwiderstand der nebenstehenden
Schaltung gesucht. Die Knotenregel führt auf

I 4 = I 1 + I 3 und I 5 + I 3 = I 2 :

Setzen wir

I 1 =
x1

R1
; I 2 =

x2

R2
; I 3 =

x1 � x2

R3
;

I 4 =
U0 � x1

R4
und I 5 =

U0 � x2

R5

.
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..........

..........

..........

..........

..........

..........

..........

..........

..........

..........

..........

.........

..............
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..............

.
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.

.................

.

.................

U0

.................................................. . .................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ........... ..........

.

.................................

.

..........

..........

..........

..........

.........
. ............................... .

..................................................................................
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. ...............................

..........

..........

R4

.
. . .. . . .. . . .. . .. . .. . .. . ..
.......................
. ............

I 4

.

.................................

.

..........

..........

..........

..........

.........
. ............................... .

..................................................................................
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. ...............................

..........

..........

R5

.
. . .. . . .. . . .. . .. . .. . .. . ..
.......................
. ............

I 5

qqqqqqqqqqqqqqqq

.................................. . .................................................
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................................
...............................
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. ......... . .........

R3
.........................

........................

............

I 3qqqqqqqqqqqqqqqq qqqqqqqqqqqqqqqq
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.................................

.

..........

..........

..........

..........

.........

.
. .. . .. .. . . .. . .. . .. . .. . ..
.......................
. ............ .

.....................................x1
. ............................... .

..................................................................................

.................................................................................

. ...............................

..........

..........

R1

.
. .. . .. .. . . .. . .. . .. . .. . ..
.......................
. ............

I 1

.

.................................

.

..........

..........

..........

..........

.........

.
. .. . .. .. . . .. . .. . .. . .. . ..
.......................
. ............ .

..................................... x2
. ............................... .

..................................................................................

.................................................................................

. ...............................

..........

..........

R2

.
. .. . .. .. . . .. . .. . .. . .. . ..
.......................
. ............

I 2
.................................................. . .................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ........... .......... qqqqqqqqqqqqqqqq

ein, so erhalten wir nach ein paar Umformungen das lineare 2 � 2-Gleichungssystem
(

1
R1

+
1

R3
+

1
R4

)
x1 �

1
R3

x2 =
U0

R4
; �

1
R3

x1 +
(

1
R2

+
1

R3
+

1
R5

)
x2 =

U0

R5
:

(c) Sei ein kubisches Polynom p mit den Eigenschaften

p(1) = 1 ; p(2) = 0 ; p(3) = 5

gesucht. Der allgemeine Ansatz p(t) = x1t3 + x2t2 + x3t + x4 führt auf

1 = x1 + x2 + x3 + x4 ; 0 = 8x1 + 4x2 + 2x3 + x4 ; 5 = 27x1 + 9x2 + 3x3 + x4 ;

also auf ein lineares 3 � 4-Gleichungssystem.

(d) Gegeben seien die beiden Geraden

g1 :




3
0

� 1



 + s




1
1
1



 und g2 :




� 2
1
3



 + s




� 1
� 2
2





im Raum. Um die gemeinsamen Punkte zu finden, setzen wir die Geraden gleich, wobei
wir s in x1 bzw. x2 umbenennen, und erhalten das lineare 3 � 2-Gleichungssystem

x1 + x2 = � 5; x1 + 2x2 = 1 ; x1 � 2x2 = 4 :

Satz 3.11 (homogenes System)
Sei Ax = 0 ein homogenes lineares m � n-Gleichungssystem.

(a) Die Lösungsmenge von Ax = 0 , d. h.

f xh 2 K n j Ax h = 0g

ist ein Unterraum von K n. Wir nennen diese Menge auch die allgemeine Lösung .

(b) x = 0 ist immer eine Lösung, die sogenannte triviale Lösung .

(c) Die Dimension der allgemeinen Lösung ist genau der Defekt von A.

Satz 3.12 (inhomogenes System)
Sei Ax = b ein inhomogenes lineares Gleichungssystem.
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(a) Die Differenz zweier Lösungen von Ax = b ist eine Lösung von Ax = 0 .

(b) Das inhomogene lineare Gleichungssystem ist genau dann lösbar, wenn b linear abhängig
von den Spalten der Matrix A ist, d. h. wenn

Rang(A; b) = Rang( A) :

(c) Für die allgemeine Lösung von Ax = b gilt:

i. Entweder sie ist leer, d. h. das System ist unlösbar, weil die Bedingung aus (b) nicht
erfüllt ist;

ii. oder sie ist
f xp + xh j Ax h = 0g;

worin xp irgendeine partikuläre oder spezielle Lösung von Ax = b ist.

Definition 3.13 (Kern, Bild)
Sei A 2 K m×n.

(a) Die allgemeine Lösung von Ax = 0 heißt der Kern von A. Er ist ein K -Vektorraum, und
zwar ein Unterraum von K n, und seine Dimension ist der Defekt von A.

(b) Die Menge aller b 2 K m, für die Ax = b lösbar ist, heißt das Bild von A. Es ist ein K -
Vektorraum, und zwar ein Unterraum von K m, und seine Dimension ist der Rang von
A. }

Man erhält also die allgemeine Lösung des inhomogenen linearen Gleichungssystems, indem
man zu einer speziellen Lösung des inhomogenen Systems die allgemeine Lösung des zugehöri-
gen homogenen Systems addiert. Aber wir kommen nun endlich zum Lösungsalgorithmus für
lineare Gleichungssysteme:

Hauptsatz 3.14
Sei ein lineares Gleichungssystem gegeben.

(a) Die Lösungsmenge ändert sich nicht, wenn man ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen
Zeile addiert.

(b) Die Lösungsmenge ändert sich nicht, wenn man eine Zeile mit einem Skalar � 2 K n f 0g
multipliziert.

(c) Die Lösungsmenge ändert sich nicht, wenn man zwei Zeilen vertauscht.

(d) Der Rang der Matrix verändert sich nicht, wenn man die Operationen aus (a)–(c) mit
Spalten statt Zeilen durchführt.

Satz 3.15 (Gaußsches Eliminationsverfahren)
Ein lineares m � n-Gleichungssystem Ax = bkann folgendermaßen gelöst werden: Dabei gehen
wir von der Kurzschreibweise (A j b) aus. Initialisiere zwei Mengen I und K zur Speicherung
von markierten Zeilen- und Spaltenindizes mit der leeren Menge, also I = K = ; , und führe
die folgenden Schritte in einer Schleife aus:
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� Wähle einen Zeilenindex i 2 f 1; : : : ; mg aus, der nicht markiert ist (also i =2 I ), so dass
die Zeile in A einen Eintrag ungleich 0 in der Spalte k besitzt. Gibt es keinen solchen
Index, so beende den Algorithmus.

� Markiere die Zeile i und die Spalte k, d. h. füge i zu I und k zu K hinzu.

� Addiere Vielfache der Zeile i zu allen nicht markierten Zeilen, so dass die Einträge ai0k
mit i ′ 6= i alle 0 werden.

Der Algorithmus terminiert, sobald alle nicht markierten Zeilen Nullzeilen von A sind. Nun
führe noch die folgenden Schritte durch:

� Es gibt eine nicht markierte Zeile (also Nullzeile), in der eine Zahl ungleich 0 in b steht:
Das System ist unlösbar. Ansonsten streiche alle Nullzeilen.

� Setze alle Lösungsvariablen xk mit k =2 K gleich einem sk 2 K .

� Löse durch Einsetzen alle anderen xk.

Ein Beispiel:



3 � 2 5 � 3
2 1 3 � 4

� 1 � 4 � 1 5

∣∣∣∣∣∣

� 1
2

� 5



 �!




� 2 � 22 0 22
� 1 � 11 0 11
� 1 � 4 � 1 5

∣∣∣∣∣∣

� 26
� 13
� 5





�!




0 0 0 0

� 1 � 11 0 11
� 1 � 4 � 1 5

∣∣∣∣∣∣

0
� 13
� 5



 :

Die Kästchen markieren die beiden ausgewählten Einträge. Die erste Zeile ist nicht markiert,
weil sie eine Nullzeile ist. Da auch die rechte Seite 0 ist, streichen wir die Zeile komplett. Die
zweite und vierte Spalte ist nicht markiert – wir setzen also x2 = s2 2 R und x4 = s4 2 R.
Aus der zweiten Zeile folgt dann x1 = 13 � 11s2 + 11s4, und schließlich aus der dritten Zeile
x3 = 5 � x1 � 4s2 + 5s4 = � 8 + 7s2 � 6s4. Die allgemeine Lösung lautet also

x =





13
0

� 8
0



 + s2





� 11
1
7
0



 + s4





11
0

� 6
1



 :

Beispiel 3.16
Wir lösen die linearen Gleichungssysteme, die in Beispiel 3.10 entstanden sind:

(a) In Kurzschreibweise erhalten wir




1 0 1 0
1 1 � 1 1

� 1 2 � 1 � 2
� 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
5
2
1



 �!





1 0 1 0
0 1 � 2 1
0 2 0 � 2
0 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
5
2
1





�!






1 0 1 0
0 1 � 2 1
0 0 4 � 4
0 0 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
5

� 8
� 4




 �!






1 0 1 0
0 1 � 2 1
0 0 4 � 4
0 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
5

� 8
4




 :
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Das System ist eindeutig lösbar. Einsetzen ergibt x4 = 1 , x3 = � 1, x2 = 2 und x1 = 1 .
Statt dessen könnten wir auch weiter umformen und würden erhalten

�!






1 0 1 0
0 1 � 2 1
0 0 1 � 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
5

� 2
1




 �!






1 0 1 0
0 1 � 2 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
4

� 1
1




 �!






1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

� 1
1




 ;

natürlich mit demselben Ergebnis. Einsetzen der Lösung in den Ansatz liefert die ge-
suchte Partialbruchzerlegung.

(b) In Kurzschreibweise erhalten wir




1
R1

+
1

R3
+

1
R4

�
1

R3

�
1

R3

1
R2

+
1

R3
+

1
R5

∣∣∣∣∣∣∣∣

U0

R4
U0

R5



 :

Um die Rechnung nicht unnötig kompliziert zu machen, setzen wir R1 = R5 = a1R3
und R2 = R4 = a2R3 mit a1; a2 > 0. Dann folgt nach Multiplikation mit a1a2R3

(
a2 + a1a2 + a1 � a1a2

� a1a2 a1 + a1a2 + a2

∣∣∣∣
a1U0
a2U0

)

�!
(

a1 + a2 a1 + a2
� a1a2 a1 + a1a2 + a2

∣∣∣∣
(a1 + a2)U0

a2U0

)

�!
(

1 1
� a1a2 a1 + a1a2 + a2

∣∣∣∣
U0

a2U0

)

�!
(

1 1
0 a1 + 2a1a2 + a2

∣∣∣∣
U0

a2U0 + a1a2U0

)
:

Das System ist eindeutig lösbar. Einsetzen ergibt

x2 =
(a1 + 1) a2

a1 + 2a1a2 + a2
U0 ; x1 = U0 � x2 =

a1(a2 + 1)
a1 + 2a1a2 + a2

U0 :

Für den Gesamtstrom gilt dann I 1 + I 2 = x1=R1 + x2=R2 und damit schließlich

R =
U0

I 1 + I 2
=

a1a2R3U0

a2x1 + a1x2
=

a1 + a1a2 + a2

a1 + a2 + 2
R3 :

(c) In Kurzschreibweise erhalten wir



1 1 1 1
8 4 2 1
27 9 3 1

∣∣∣∣∣∣

1
0
5



 �!




1 1 1 1
7 3 1 0
26 8 2 0

∣∣∣∣∣∣

1
� 1
4



 �!




1 1 1 1
7 3 1 0
12 2 0 0

∣∣∣∣∣∣

1
� 1
6



 :

Die Lösung besitzt einen Freiheitsgrad. Wählen wir x1 = s, so folgt mit Einsetzen

x2 = 3 � 6s ; x3 = � 10 + 11s ; x4 = 8 � 6s ;

d. h. jedes Polynom p mit p(t) = st3 + (3 � 6s)t2 + ( � 10 + 11s)t + (8 � 6s) und s 2 R
besitzt die geforderten Eigenschaften.
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LINEARE ALGEBRA 3. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

(d) In Kurzschreibweise erhalten wir



1 1
1 2
1 � 2

∣∣∣∣∣∣

� 5
1
4



 �!




1 1
0 1
0 � 3

∣∣∣∣∣∣

� 5
6
9



 �!




1 1
0 1
0 0

∣∣∣∣∣∣

� 5
6
27



 :

Das System ist unlösbar. Die beiden Geraden besitzen also keinen gemeinsamen Punkt.

Definition 3.17 (inverse Matrix)
Eine quadratische Matrix A 2 K n×n heißt invertierbar , falls es eine Matrix B 2 K n×n gibt,
so dass

AB = BA = I n :

Wir nennen dann B die Inverse von A und schreiben für sie A−1. Invertierbare Matrizen
nennen wir auch regulär , nicht invertierbare singulär .

Satz 3.18 (Invertierbarkeit)

(a) Ist A 2 K n×n invertierbar, so gilt AA −1 = I n, d. h. die k-te Spalte von A−1 ist die
Lösung des linearen n � n-Gleichungssystems Ax = ek.

(b) Wegen (a) ist A 2 K n×n genau dann invertierbar, wenn Rang(A; ek) = Rang( A) für alle
k 2 f 1; : : : ; ng, d. h. wenn A vollen Rang hat. Anders ausgedrückt: Eine n � n-Matrix
ist genau dann invertierbar, wenn ihre Spalten eine Basis des K n bilden.

(c) Sind A; B 2 K n×n invertierbar und � 2 K n f 0g, so gilt

(AB )−1 = B −1A−1 ; (�A )−1 =
1
�

A−1 ; (AT)−1 = ( A−1)T :

(d) Ist Ax = b ein lineares n � n-Gleichungssystem mit regulärer Matrix A, so ist das System
eindeutig lösbar, und es gilt x = A−1b. Dies ist allerdings keine effiziente Alternative zur
direkten Gauß-Elimination aus Satz 3.15.

Beispiel 3.19 (Gauß-Jordan-Algorithmus)
Um eine Matrix A 2 K n×n zu invertieren, löst man die n linearen n � n-Gleichungssysteme
Ax = ek für k 2 f 1; : : : ; ng mit der Gauß-Elimination simultan. Wir führen dies für die Matrix
aus Beispiel 3.16a durch:





1 0 1 0
1 1 � 1 1

� 1 2 � 1 � 2
� 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



 �!





1 0 1 0
0 1 � 2 1
0 2 0 � 2
0 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
� 1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1





�!





1 0 1 0
0 1 � 2 1
0 0 4 � 4
0 0 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
� 1 1 0 0
3 � 2 1 0
2 � 1 0 1



 �!





1 0 1 0
0 1 � 2 1
0 0 4 � 4
0 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
� 1 1 0 0
3 � 2 1 0

� 1 1 � 1 1





�!






1 0 1 0
0 4 � 8 0
0 0 4 0
0 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
� 3 3 1 � 1
2 � 1 0 1

� 1 1 � 1 1




 �!






4 0 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 0 � 1
1 1 1 1
2 � 1 0 1

� 1 1 � 1 1




 :
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Dividieren wir noch jede Zeile durch 4, so ergibt sich

A−1 =
1
4





2 1 0 � 1
1 1 1 1
2 � 1 0 1

� 1 1 � 1 1



 :

Eine leichte Rechnung bestätigt AA −1 = I 4. Damit erhalten wir ebenfalls

x = A−1





0
5
2
1



 =





1
2

� 1
1



 :
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4 Lineare Abbildungen

Definition 4.1 (lineare Abbildung)
Sind V und W zwei K -Vektorräume, so heißt ' : V ! W eine lineare Abbildung , falls

' (� 1v1 + � 2v2) = � 1' (v1) + � 2' (v2) 8 � 1; � 2 2 K 8 v1; v2 2 V :

Dabei stehen links (im Argument von ' ) die Vektorraumoperationen von V und rechts (au-
ßerhalb von ' ) die von W . Wenn es darauf ankommt, bezeichnen wir ' auch als K -linear .
Eine andere Bezeichnung für lineare Abbildung ist (K -)Vektorraum-Homomorphismus.

Beispiel 4.2 (lineare Abbildungen)

(a) Sei A 2 K m×n. Dann ist ' : K n ! K m mit ' (v) = Av eine lineare Abbildung.

(b) Die Abbildung ' : K m×n ! K n×m mit ' (A) = AT ist aufgrund der Rechenregeln in
Satz 3.6b linear.

(c) Die Abbildung ' : `c(R) ! R mit ' ((an)n) = lim n→∞ an ist nach den Grenzwertsätzen
aus der Analysis linear.

(d) Die Abbildung ' : C1(R;R) ! C (R;R) mit ' (f ) = f ′ ist nach den Ableitungsregeln aus
der Analysis linear.

(e) Die Abbildung ' : C([a; b];R) ! Rmit ' (f ) =
∫ b

a f (x) dx ist nach den Integrationsregeln
aus der Analysis linear.

(f) Wir betrachten die Abbildung ' : C ! C mit ' (z) = �z. Nach den Rechenregeln über
komplexe Zahlen gilt dann ' (� 1z1 + � 2z2) = �� 1' (z1)+ �� 2' (z2) für alle � 1; � 2; z1; z2 2 C.
Da im Allgemeinen �� k 6= � k ist, kann ' keine lineare Abbildung zwischen C-Vektorräu-
men sein, d. h. ' ist nicht C-linear. Fassen wir C als zweidimensionalen R-Vektorraum
auf, so ist ' : R2 ! R2, und diese Abbildung ist R-linear.

(g) Für jedes a 2 R ist die Abbildung ' a : P(R) ! R mit ' a(p) = p(a) linear. Sie wird
auch als Einsetzhomomorphismus bezeichnet.

' a kann sogar zu einem R-Algebren-Homomorphismus gemacht werden, denn: Der De-
finitionsbereich P(R) ist nach Beispiel 1.16c mit der Polynommultiplikation eine R-
Algebra, und der Zielbereich ist mit dem normalen Produkt reeller Zahlen eine R-Alge-
bra. Ferner ist ' a mit diesen Ringmultiplikationen verträglich, denn man rechnet leicht
nach, dass ' a(pq) = ' a(p)' a(q) für alle p; q 2 P (R).

Definition und Satz 4.3 (Kern, Bild)
Seien V und W zwei Vektorräume und ' : V ! W linear.

(a) Die Menge
Kern ' =

{
v 2 V

∣∣ ' (v) = 0
}

� V

heißt der Kern von ' . Die Menge

Bild ' =
{

w 2 W
∣∣ 9 v 2 V : ' (v) = w

}
=

{
' (v)

∣∣ v 2 V
}

= ' (V ) � W

heißt das Bild von ' . (Dies ist genau dasselbe wie bei beliebigen Abbildungen.)
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(b) Kern ' ist ein Unterraum von V , und Bild ' ist ein Unterraum von W .

(c) Durch
Def ' = dim Kern ' und Rang' = dim Bild '

werden der Defekt und der Rang von ' definiert.

(d) Es gilt die Dimensionsformel

Rang' + Def ' = dim V ;

wobei beide Seiten gleich 1 sein können. }

Wir haben nun den Rang und Defekt für Matrizen und lineare Abbildungen separat definiert.
Allerdings hängen diese Begriffe natürlich zusammen, beispielsweise gilt RangA = Rang ' und
Def A = Def ' für ' (v) = Av . Wir werden später in diesem Abschnitt feststellen, dass dies
immer richtig ist, wenn die Matrix A auf geeignete Art und Weise aus der linearen Abbildung
' entsteht.

Satz 4.4 (injektiv, surjektiv, bijektiv)
Sei ' : V ! W linear.

(a) ' ist genau dann injektiv, wenn Kern ' = f 0g. Ein injektives ' nennen wir auch einen
Monomorphismus. Es folgt dann dim V � dim W .

(b) ' ist genau dann surjektiv, wenn Bild ' = W . (Dies ist genau dasselbe wie bei beliebigen
Abbildungen.) Ein surjektives ' nennen wir auch einen Epimorphismus. Es folgt dann
dim V � dim W .

(c) Ein bijektives ' nennen wir auch einen Isomorphismus. Es folgt dann dim V = dim W .

Satz 4.5 (Komposition)
Seien V , W und Z drei Vektorräume sowie ' : V ! W und  : W ! Z linear.

(a) Die Komposition oder Verkettung

 � ' : V ! Z mit ( � ' )(v) =  
(
' (v)

)

als Abbildung von V nach Z ist ebenfalls linear.

(b) Die Identität idV : V ! V auf V ist klarerweise linear.

(c) Ist ' bijektiv, so gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung ' −1 : W ! V mit

' −1 � ' = id V und ' � ' −1 = id W ;

die wir als inverse Abbildung bezeichnen, und auch diese ist linear.

Beispiel 4.6 (Kerne, Bilder)

(a) Sei A 2 K m×n. Der Kern von ' : K n ! K m mit ' (v) = Av ist genau die allgemeine
Lösung des linearen m � n-Gleichungssystems Ax = 0 . Das Bild von ' ist die Menge
aller b 2 K m, so dass das System Ax = b lösbar ist. ' ist injektiv, falls Def A = 0
ist, und surjektiv, falls RangA = m ist. Ist beides erfüllt, d. h. ist A quadratisch und
invertierbar, so ist ' bijektiv, und die inverse Abbildung ist ' −1(w) = A−1w.
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(b) Der Kern von ' : K m×n ! K n×m mit ' (A) = AT ist nur die m � n-Nullmatrix, d. h. '
ist injektiv. ' ist auch surjektiv, denn AT ist wegen (AT)T = A ein Urbild von A. Ferner
ist ' � ' = id Km � n , aber ' −1 = ' gilt nur für m = n, weil sonst die Definitionsbereiche
von ' und ' −1 verschieden sind.

(c) Der Kern von ' : `c(R) ! R mit ' ((an)n) = lim n→∞ an ist `0(R), nämlich alle Nullfol-
gen. Da es viele Nullfolgen gibt, ist ' nicht injektiv, wohl aber surjektiv, denn zu jeder
Zahl a 2 R lässt sich eine Folge finden, die gegen a konvergiert, beispielsweise die Folge,
die konstant a ist.

(d) Der Kern von ' : C1(R;R) ! C (R;R) mit ' (f ) = f ′ ist P0(R), nämlich alle konstanten
Funktionen, daher ist ' nicht injektiv. Aber ' ist surjektiv, denn jede stetige Funktion
kommt als Ableitung einer C1-Funktion vor; beispielsweise ist f mit f (x) =

∫ x
0 g(t) dt

ein Urbild von g.

Ersetzen wir ' durch  : V ! C (R;R) mit dem R-Vektorraum V = f f 2 C1(R;R) j
f (0) = 0 g, so ist  injektiv, weil der Kern nur noch aus der Nullfunktion besteht.  ist
sogar bijektiv mit der inversen Abbildung  (g) = ( x 7!

∫ x
0 g(t) dt).

(e) Der Kern von ' : C([a; b];R) ! R mit ' (f ) =
∫ b

a f (x) dx besteht aus allen Funktionen,
deren Integralmittel 0 ist. Natürlich ist ' surjektiv.

(f) Die R-lineare Abbildung ' : C ! C mit ' (z) = �z verhält sich analog zu (b). Wegen
��z = z gilt ' −1 = ' .

(g) Der Kern des Einsetzhomomorphismus ' a : P(R) ! R mit ' a(p) = p(a) sind genau die
Polynome, die in a eine Nullstelle besitzen, d. h. Kern ' a = ( x � a)P(R) = f (x � a)q(x) j
q 2 P (R)g. Natürlich ist ' a surjektiv. }

Mit linearen Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorräumen kann man häufig
leichter rechnen, wenn man sie durch Matrizen darstellt. Dazu müssen wir Basen, die zunächst
nur eine Teilmenge sind, anordnen.

Definition 4.7 (geordnete Basis)
Sei B = f b1; : : : ; bng eine Basis eines Vektorraums V . Dann bezeichnen wir (b1; : : : ; bn), formal
ein n-Tupel aus V � � � � � V = V n, als geordnete Basis von V .

Wir werden im Folgenden das Attribut „geordnet“ weglassen, wenn aus der Schreibweise
mit runden Klammern hervorgeht, dass es sich um eine geordnete Basis handelt.

Definition 4.8 (Koordinaten)
Sei B = ( b1; : : : ; bn) eine Basis eines K -Vektorraums V und v 2 V ein Vektor. Nach Satz 2.7
gibt es dann eindeutig bestimmte Koeffizienten x1; : : : ; xn 2 K , so dass v =

∑n
k=1 xkbk. Wir

nennen dann xk 2 K die k-te Koordinate von v bezüglich B und

x = vB =




x1
...

xn



 2 K n

den Koordinatenvektor von v bezüglich B.
Achtung: Der Vektor ist ein Element des Vektorraums V und ist Basis-unabhängig, der

Koordinatenvektor ist ein Element von K dim V und ist nur mit Angabe der Basis sinnvoll.
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Beispiel 4.9 (Koordinaten)

(a) Sei V = R2×2 mit dim V = 4 . Wir wählen die Standardbasis E = ( E11; E21; E12; E22).
Dann gilt z. B.

V 3 A =
(

3 � 1
� 2 5

)
= 3 � E11 � 2 � E21 � 1 � E12 + 5 � E22 :

Der zum Vektor A gehörige Koordinatenvektor bezüglich E ist alsoR4 3 AE =






3
� 2
� 1
5




 :

(b) Sei V = P2(R) mit dim V = 3 . Wir wählen die Standardbasis E = (1 ; x; x 2). Dann gilt
z. B.

V 3 p = 3x2 � 5x + 2 = 2 � 1 � 5 � x + 3 � x2 :

Der zum Vektor p gehörige Koordinatenvektor bezüglich E ist alsoR3 3 pE =




2

� 5
3



 :

Satz 4.10
Seien V und W zwei Vektorräume, f v1; : : : ; vng eine Basis von V und w1; : : : ; wn 2 W beliebige
Vektoren. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung ' : V ! W mit

' (vk) = wk 8 k 2 f 1; : : : ; ng:

Definition und Satz 4.11 (Matrix einer linearen Abbildung)
Seien V und W zwei K -Vektorräume, BV = ( v1; : : : ; vn) eine Basis von V , BW = ( w1; : : : ; wm)
eine Basis von W und ' : V ! W linear.

(a) Dann gibt es genau eine Matrix A 2 K m×n, so dass

w = ' (v) () wBW = A vBV :

Anders ausgedrückt: Statt einen Vektor v 2 V in die Abbildung ' einzusetzen, um das
Bild w 2 W zu erhalten, kann man den Koordinatenvektor von v bezüglich der Basis
BV an die Matrix A multiplizieren, um den Koordinatenvektor des Bildes bezüglich der
Basis BW zu erhalten.

(b) Wir setzen in die Gleichung speziell vk für v ein und erhalten
(
' (vk)

)
BW

= A (vk)BV :

Nach Konstruktion ist aber (vk)BV = ek, dem k-ten Einheitsvektor des K n, d. h. auf der
rechten Seite steht die k-te Spalte von A. Wir bekommen also:
Man erhält die k-te Spalte der zur Abbildung gehörigen Matrix, indem man den k-ten
Basisvektor der Ausgangsbasis in die Abbildung einsetzt und das Ergebnis als Linear-
kombination der Zielbasis schreibt.

Diese Matrix schreiben wir als BW ' BV .
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Beispiel 4.12 (Matrizen von linearen Abbildungen)

(a) Seien V = K n und W = K m mit geordneten Standardbasen EV und EW und ' : V ! W
linear mit ' (v) = Av für eine Matrix A 2 K m×n. Dann ist

EW ' EV = A :

Hier gilt Kern ' = Kern A und Bild ' = Bild A.

(b) Seien V = W = R2×2 mit Standardbasis E = ( E11; E21; E12; E22) und ' : V ! W mit
' (A) = AT. Wir wollen die Matrix E ' E aufstellen. Für die erste Spalte berechnen wir
den Koordinatenvektor von ' (E11) = E11 bezüglich E, das ist e1. Für die zweite Spalte
berechnen wir den Koordinatenvektor von ' (E21) = E12 bezüglich E, das ist e3. Nach
analoger Rechnung für die dritte und vierte Spalte erhalten wir

E ' E =





1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1



 :

Wir wollen damit die Matrix A aus Beispiel 4.9a transponieren. Den Koordinatenvektor
von A haben wir dort schon ausgerechnet, also

(AT)E = E ' E � AE =





1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1









3
� 2
� 1
5



 =





3
� 1
� 2
5



 :

Also folgt AT = 3E11 � E21 � 2E12 + 5E22 – aber das ist ja nichts Neues . . .

(c) Seien V = W = P2(R) mit geordneter Standardbasis E und ' : V ! W mit ' (p) =
xp′(x). Dann gilt

E ' E =




0 0 0
0 1 0
0 0 2



 :

(d) Seien V = Pn−1(R) mit Dimension n und Standardbasis EV = (1 ; x; x 2; : : : ; xn−1),
W = R mit Standardbasis EW = (1) und ' : V ! W mit ' (p) =

∫ 1
0 p(x) dx. Dann gilt

EW ' EV =
(

1
1
2

1
3

� � �
1
n

)
2 R1×n :

Satz 4.13
Seien V und W zwei Vektorräume mit dim V = n und dim W = m sowie ' : V ! W linear
mit Rang r .

(a) Es gibt geordnete Basen BV von V und BW von W , so dass

BW ' BV =
(

I r 0r×(n−r)
0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

)
:

Man wählt dazu eine Basis (vr+1; : : : ; vn) von Kern ' , ergänzt diese durch (v1; : : : ; vr) zu
einer Basis von V , setzt wk = ' (vk) für k 2 f 1; : : : ; r g und ergänzt (w1; : : : ; wr) durch
(wr+1; : : : ; wm) zu einer Basis von W .
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(b) Sind BV und BW irgendwelche geordnete Basen von V und W und A = BW ' BV , so gilt

RangA = r und Def A = Def ' :

Ferner gilt

v 7! Av ist injektiv () ' ist injektiv ;

v 7! Av ist surjektiv () ' ist surjektiv ;

A ist invertierbar () ' ist bijektiv :

Satz 4.14 (Vektorraum der linearen Abbildungen)
Seien V und W zwei K -Vektorräume.

(a) Die Menge
Hom(V; W) = f ' : V ! W j ' ist linearg

der linearen Abbildungen V ! W wird mit den Verknüpfungen

(' 1 + ' 2)(v) = ' 1(v) + ' 2(v) und (� � ' )(v) = � � ' (v)

zu einem K -Vektorraum.

(b) Gilt dim V = n und dim W = m und sind BV und BW geordnete Basen von V und W ,
so ist die Abbildung

Hom(V; W) ! K m×n mit ' 7! BW ' BV ;

die einer linearen Abbildung ' : V ! W die Matrix BW ' BV 2 K m×n zuordnet, ebenfalls
linear, d. h. es gilt

BW (' 1 + ' 2)BV = BW (' 1)BV + BW (' 2)BV und BW (� � ' )BV = � � BW ' BV :

(c) Die Abbildung aus (b) ist sogar ein Vektorraum-Isomorphismus zwischen Hom(V; W)
und K m×n, d. h. nach Wahl der beiden geordneten Basen entspricht jeder linearen Ab-
bildung genau eine Matrix und umgekehrt. Daher gilt

dim Hom(V; W) = dim V � dim W :

Satz 4.15 (Matrix zur Komposition)
Seien V , W und Z drei endlich-dimensionale Vektorräume mit geordneten Basen BV , BW und
BZ sowie ' : V ! W und  : W ! Z linear.

(a) Es gilt
BZ ( � ' )BV = BZ  BW � BW ' BV ;

d. h. man erhält die Matrix der Komposition, indem man die Matrizen der einzelnen
Abbildungen multipliziert.

(b) Sei ' bijektiv. Setzt man dann in (a) Z = V , BZ = BV und  = ' −1, so folgt

I = BV (idV )BV = BV (' −1 � ' )BV = BV (' −1)BW � BW ' BV ;

d. h. zur inversen Abbildung gehört auch die inverse Matrix.
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Satz 4.16 (Basiswechsel für Vektoren)
Seien V ein n-dimensionaler Vektorraum und B und B′ zwei geordnete Basen von V . Dann
gibt es genau eine invertierbare Matrix T 2 K n×n, genannt Basiswechselmatrix , so dass

vB0 = T vB 8 v 2 V :

Der umgekehrte Basiswechsel wird durch die inverse Matrix vermittelt, d. h.

vB = T−1 vB0 8 v 2 V :

Die Matrix T ist
T = B0(idV )B :

Satz 4.17 (Basiswechsel für Abbildungen)
Seien V ein n-dimensionaler Vektorraum mit zwei geordneten Basen BV und B′

V , W ein m-
dimensionaler Vektorraum mit zwei geordneten Basen BW und B′

W und ' : V ! W linear.
Dann gilt

B0
W

' B0
V

= B0
W

(idW )BW � BW ' BV � BV (idV )B0
V

:

Häufig schreibt man dies kürzer als

A ′ = S−1AT :

Beispiel 4.18 (Basiswechsel für Abbildungen)
Seien ' : R3 ! R3 linear, E = ( e1; e2; e3) die Standardbasis des R3 und

A = E ' E =




� 5 7 8
� 4 6 6
� 1 1 2



 2 R3×3 :

Man rechnet leicht nach, dass auch B = ( b1; b2; b3) mit b1 = (1 ; 1; 0)T, b2 = (3 ; 1; 1)T und
b3 = ( � 1; � 2; 1)T eine Basis des R3 ist. Dann gilt

E ' B = E ' E � E (idR3)B =




� 5 7 8
� 4 6 6
� 1 1 2








1 3 � 1
1 1 � 2
0 1 1



 =




2 0 � 1
2 0 � 2
0 0 1



 :

Wegen B(idR3)E = ( E (idR3)B)−1 folgt weiter

A ′ = B ' B = B(idR3)E � E ' B =




1 3 � 1
1 1 � 2
0 1 1





−1 


2 0 � 1
2 0 � 2
0 0 1



 =




2 0 0
0 0 0
0 0 1



 :

Insgesamt war dies eine Basistransformation der Form A ′ = T−1AT , da BV = BW = E und
B′

V = B′
W = B (in der Notation von Satz 4.17).
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5 Determinante und Spur

Definition 5.1 (multilinear, alternierend)
Seien V ein n-dimensionaler K -Vektorraum und � : V n = V � � � � � V ! K eine Abbildung.

(a) � heißt (n-fach) K -multilinear , falls jede der Abbildungen

vk 7! � (v1; : : : ; vn)

linear ist, d. h. für alle � 1; � 2 2 K und v1; : : : ; vn; w1; w2 2 V gilt

� (v1; : : : ; vk−1; � 1w1 + � 2w2; vk+1; : : : ; vn)

= � 1� (v1; : : : ; vk−1; w1; vk+1; : : : ; vn) + � 2� (v1; : : : ; vk−1; w2; vk+1; : : : ; vn) :

(b) Ein multilineares � heißt alternierend , falls

vi = vk für i 6= k =) � (v1; : : : ; vn) = 0

gilt.

Beispiel 5.2 (multilinear, alternierend)
Die beiden Abbildungen �; � : R2 � R2 ! R mit

� (v; w) = v1w1 + v2w2 ; � (v; w) = v1w2 � v2w1

sind 2-fach R-multilinear. � ist alternierend, � nicht.

Satz 5.3 (Vektorraum)
Sei V ein n-dimensionaler K -Vektorraum.

(a) Die Menge der multilinearen Abbildungen auf V bildet einen K -Vektorraum.

(b) Die Menge der alternierenden Abbildungen auf V bildet einen Unterraum der multili-
nearen Abbildungen. Dieser Unterraum besitzt Dimension 1.

(c) Sei V = K n. Dann ist nach (b) jede alternierende Abbildung � : K n � � � � � K n ! K
ein skalares Vielfaches von

" : K n � � � � � K n ! K alternierend ; " (e1; : : : ; en) = 1 :

Definition 5.4 (Determinante)
Die eindeutig bestimmte alternierende Abbildung " auf K n aus Satz 5.3c heißt die Determi-
nante

det : K n � � � � � K n ! K : }

Im Folgenden werden wir die n Vektoren in der Determinante fast immer als n � n-Matrix
auffassen, d. h. wir betrachten die Abbildung det : K n×n ! K . Diese ist damit multilinear als
Funktion der Spalten der eingesetzten Matrix. Sie ist nicht K -linear im üblichen Sinne, d. h.
es gilt nicht det(A + B ) = det A + det B ! Falls es nicht zu Verwechselungen kommen kann,
schreiben wir auch ∣∣∣∣∣∣∣

a11 � � � a1n
... . . .

...
an1 � � � ann

∣∣∣∣∣∣∣

für die Determinante einer Matrix (aik) 2 K n×n.
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Satz 5.5 (Rechenregeln)

(a) Die Determinante ist linear in jeder Spalte, d. h. für alle � 1; � 2 2 K und v1; v2 2 K n gilt

det(: : : ; � 1v1 + � 2v2; : : :) = � 1 det(: : : ; v1; : : :) + � 2 det(: : : ; v2; : : :) :

(b) Aus (a) folgt für alle � 2 K und A 2 K n×n unmittelbar

det(�A ) = � n det A :

(c) Die Determinante ist alternierend, d. h. für alle v 2 K n gilt

det(: : : ; v; : : : ; v; : : :) = 0 :

(d) Aus (c) folgt für alle v1; v2 2 K n

det(: : : ; v1; : : : ; v2; : : :) = � det(: : : ; v2; : : : ; v1; : : :) :

Die Umkehrung (d)) (c) ist nur richtig, wenn 1 6= � 1 in K ist. Aber es kann 1 = � 1
gelten, z. B. für K = F2.

(e) Die Determinante ändert ihren Wert nicht, wenn ein Vielfaches einer Spalte zu einer
anderen Spalte addiert wird.

Satz 5.6

(a) Es gilt det A = 0 , falls eine Spalte von A der Nullvektor ist.

(b) Es gilt det A = 0 , falls die Spalten von A linear abhängig sind.

(c) Sind hingegen die Spalten von A linear unabhängig, so ist det A 6= 0 .

(d) Die folgenden Aussagen über A 2 K n×n sind äquivalent:

i. Die Spalten von A bilden eine Basis des K n.

ii. Die Matrix A ist invertierbar.

iii. Die Matrix A hat vollen Rang.

iv. Es gilt det A 6= 0 .

v. Das Gleichungssystem Ax = b ist für jedes b 2 K n eindeutig lösbar.

Definition und Satz 5.7 (Permutationen)

(a) Eine bijektive Abbildung � : f 1; : : : ; ng ! f 1; : : : ; ng heißt eine Permutation (auf n
Elementen).

(b) Die Menge der Permutationen auf n Elementen bildet bezüglich Komposition eine (für
n � 3 nicht-abelsche) Gruppe, die sogenannte symmetrische Gruppe oder Permutations-
gruppe Sn.

(c) Eine Permutation, die genau zwei Elemente vertauscht, heißt eine Transposition.
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(d) Jede Permutation kann als Produkt von Transpositionen geschrieben werden. Dabei ist
die Anzahl der Transpositionen, die man verwendet, nicht eindeutig, wohl aber, ob diese
Anzahl gerade oder ungerade ist. Dementsprechend bezeichnen wir eine Permutation als
gerade oder ungerade.

Definition und Satz 5.8 (Determinante mit Signum)

(a) Die Abbildung sgn: Sn ! f 1; � 1g mit

sgn� =

{
1 falls � gerade ;

� 1 falls � ungerade

heißt das Signum.

(b) Es gilt
sgn(� � � ) = sgn � � sgn� ; sgn(� −1) = sgn � 8 �; � 2 Sn :

(c) Für A = ( aik) 2 K n×n gilt

det A = det

( n∑

i1=1

ai11ei1 ; : : : ;
n∑

in =1

ain nein

)

=
n∑

i1,...,in =1

ai11 � � � ain n det(ei1 ; : : : ; ein )

=
∑

σ∈Sn

sgn� a σ(1)1 � � � aσ(n)n =
∑

τ=σ� 1∈Sn

sgn� a 1τ(1) � � � anτ(n) = det AT : }

Diese Darstellung ist zum Rechnen wenig nützlich, liefert aber (außer der wichtigen Aussage
det A = det AT) die folgenden Entwicklungsformeln:

Hauptsatz 5.9 (Entwicklungsformel für Determinanten)
Sei A = ( aik) 2 K n×n.

(a) Es gilt
det A = det AT ;

d. h. alle Aussagen aus den Sätzen 5.5 und 5.6 gelten genauso für Zeilen anstatt Spalten.

(b) Für jeden Zeilenindex i 2 f 1; : : : ; ng gilt

det A =
n∑

k=1

(� 1)i+kaik det ~A ik ;

wobei ~A ik 2 K (n−1)×(n−1) aus A entsteht, indem man die i -te Zeile und die k-te Spalte
streicht. Man nennt dies Entwicklung nach der i -ten Zeile.

(c) Mit (a) und (b) folgt: Für jeden Spaltenindex k 2 f 1; : : : ; ng gilt

det A =
n∑

i=1

(� 1)i+kaik det ~A ik :

Man nennt dies Entwicklung nach der k-ten Spalte. }
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Dies ist neben Satz 5.5e der wichtigste Satz, um Determinanten zu berechnen, da er die
Determinante einer n � n-Matrix auf solche von (n � 1) � (n � 1)-Matrizen zurückführt. Es
ist geschickt, nach einer Zeile oder Spalte zu entwickeln, die viele Nullen enthält, weil dann
viele Summanden in der Entwicklungsformel sofort verschwinden. Ansonsten kann man sich
solche Nullen durch geeignete Zeilen- und Spaltenumformungen erzeugen. Wir wollen nun
einige Determinanten ausrechnen.

Satz 5.10 (kleine Determinanten)

(a) Für eine 1 � 1-Matrix gilt ∣∣a11
∣∣ = a11 :

Links stehen Determinanten-Striche, kein Betrag!

(b) Für eine 2 � 2-Matrix gilt
∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 � a21a12 :

Dies ist genau die alternierende Abbildung � aus Beispiel 5.2.

(c) Für eine 3 � 3-Matrix gilt die Regel von Sarrus

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

� a31a22a13 � a32a23a11 � a33a21a12 :

Diese Regel muss aber nicht unbedingt die günstigste Methode zur Berechnung sein.

Definition und Satz 5.11 (diagonal, dreieckig)
Sei A = ( aik) 2 K n×n.

(a) A heißt diagonal oder eine Diagonalmatrix , falls aik = 0 für alle i 6= k.

(b) A heißt eine (linke) untere Dreiecksmatrix , falls aik = 0 für alle i < k .

(c) A heißt eine (rechte) obere Dreiecksmatrix , falls aik = 0 für alle i > k .

(d) A heißt eine Dreiecksmatrix , falls (b) oder (c) gilt.

(e) a11; : : : ; ann heißen die Diagonaleinträge oder die Diagonale von A.

(f) Ist A eine Dreiecksmatrix (oder sogar diagonal), so ist die Determinante gleich dem
Produkt der Diagonaleinträge.

Beispiel 5.12 (Determinanten)

(a) Wir berechnen die Determinante der Matrix aus Beispiel 3.10a, also
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 0
1 1 � 1 1

� 1 2 � 1 � 2
� 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
1 1 � 2 1

� 1 2 0 � 2
� 1 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
:
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Entwickeln nach der ersten Zeile ergibt

= ( � 1)1+1 � 1 �

∣∣∣∣∣∣

1 � 2 1
2 0 � 2
1 2 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 � 2 1
2 0 � 2
2 0 2

∣∣∣∣∣∣
:

Entwickeln nach der zweiten Spalte ergibt

= ( � 1)1+2 � (� 2) �

∣∣∣∣
2 � 2
2 2

∣∣∣∣ = 2 � (4 + 4) = 16 :

(b) Wir berechnen
∣∣∣∣∣∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
4 � 3 � 6
7 � 6 � 12

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
� 3 � 6
� 6 � 12

∣∣∣∣ = ( � 3)(� 6)

∣∣∣∣
1 2
2 4

∣∣∣∣ = 0 :

(c) Seien a; b2 R und

A =






b a � � � a

a
. . . . . .

...
... . . . . . . a
a � � � a b






2 Rn×n :

Um die Determinante zu berechnen, subtrahieren wir die erste Zeile von den Zeilen 2
bis n, also

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b a a � � � � � � a a
a � b b� a 0 � � � � � � 0 0

a � b 0 b� a
. . . ...

...
...

... . . . . . . . . . ...
...

...
... . . . b� a 0 0

a � b 0 � � � � � � 0 b� a 0
a � b 0 � � � � � � 0 0 b� a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

:

Nun addieren wir die Spalten 2 bis n allesamt zur ersten und erhalten

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(n � 1)a + b a a � � � � � � a a
0 b� a 0 � � � � � � 0 0

0 0 b� a
. . . ...

...
...

... . . . . . . . . . ...
...

...
...

. . . b� a 0 0
0 0 � � � � � � 0 b� a 0
0 0 � � � � � � 0 0 b� a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

:

Nun ist eine obere Dreiecksmatrix entstanden, d. h. es gilt

det A =
(
(n � 1)a + b

)
(b� a)n−1 :
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(d) Seien a1; : : : ; an 2 K . Dann gilt
∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2
1 � � � an−1

1
...

...
...

...
1 an a2

n � � � an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣
=

∏

1≤i<k≤n

(ak � ai) :

Die Matrix heißt die Vandermonde-Matrix von a1; : : : ; an, und die Formel kann mit-
tels Induktion nach n bewiesen werden. Aus dieser Determinanten-Darstellung erhält
man sofort: Die Vandermonde-Matrix ist genau dann invertierbar, wenn die a1; : : : ; an
paarweise verschieden sind.

(e) Wir zeigen, dass f 1; x; x 2; : : : ; xn−1g � P (R) linear unabhängig ist. Sei also � 0 + � 1x +
� 2x2 + : : : + � n−1xn−1 = 0 für alle x 2 R. Durch Einsetzen von x = 1 , x = 2 , . . . , x = n
erhalten wir n Gleichungen für die � 0; : : : ; � n−1, nämlich





1 1 1 � � � 1
1 2 22 � � � 2n−1

...
...

...
...

1 n n2 � � � nn−1








� 0
...

� n−1



 =




0
...
0



 :

Dies ist aber gerade eine Vandermonde-Matrix aus (d) mit ak = k. Sie ist also invertier-
bar, d. h. das homogene lineare Gleichungssystem besitzt nur die triviale Lösung. Damit
ist alles gezeigt.

Hauptsatz 5.13 (Determinanten-Multiplikationssatz)

(a) Für zwei Matrizen A; B 2 K n×n gilt

det(A � B ) = det A � det B :

(b) Ist A 2 K n×n invertierbar, so erhält man aus (a)

det(A−1) =
1

det A
:

Satz 5.14 (Cramersche Regel)

(a) Sei Ax = b ein lineares n � n-Gleichungssystem mit invertierbarer Matrix A = ( aik).
Dann ist

xk =
1

det A

∣∣∣∣∣∣∣

a11 � � � a1,k−1 b1 a1,k+1 � � � a1n
...

...
...

...
...

an1 � � � an,k−1 bn an,k+1 � � � ann

∣∣∣∣∣∣∣

die k-te Komponente der eindeutigen Lösung x = A−1b.

(b) Setzt man in (a) b = ei ein und entwickelt die Determinante nach der k-ten Spalte, so
folgt

(A−1)ki =
(� 1)i+k

det A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 � � � a1,k−1 a1,k+1 � � � a1n
...

...
...

...
ai−1,1 � � � ai−1,k−1 ai−1,k+1 � � � ai−1,n
ai+1,1 � � � ai+1,,k−1 ai+1,k+1 � � � ai+1,n

...
...

...
...

an1 � � � an,k−1 an,k+1 � � � ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

:
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5. DETERMINANTE UND SPUR LINEARE ALGEBRA

(c) Die Formeln in (a) und (b) sind für die Praxis unbrauchbar, mit einer Ausnahme: Für
n = 2 gilt (

a11 a12
a21 a22

)−1

=
1

a11a22 � a21a12

(
a22 � a12

� a21 a11

)
:

Definition und Satz 5.15 (Spur)

(a) Die Abbildung Spur: K n×n ! K mit

SpurA =
n∑

k=1

(A)kk

heißt Spur . Die Spur ist also die Summe der Diagonaleinträge.

(b) Die Spur ist linear, d. h. es gilt

Spur(A + B ) = Spur A + Spur B ; Spur(�A ) = � SpurA 8 � 2 K 8 A; B 2 K n×n :

(c) Klarerweise gilt
Spur(AT) = Spur A 8 A 2 K n×n :

(d) Es gilt
Spur(AB ) = Spur( BA ) 8 A 2 K m×n 8 B 2 K n×m :

Man beachte, dass die Matrizen rechteckig sein dürfen, sofern AB und BA definiert und
quadratisch sind.

Hauptsatz 5.16 (Invarianz)
Seien A 2 K n×n beliebig und T 2 K n×n invertierbar.

(a) Die Determinante ist invariant unter Basistransformationen, d. h. es gilt

det(T−1AT ) = det A :

(b) Die Spur ist invariant unter Basistransformationen, d. h. es gilt

Spur(T−1AT ) = Spur A : }

Dieser wichtige Satz erlaubt die folgende Definition:

Definition 5.17 (Determinante, Spur von Abbildungen)
Seien V ein n-dimensionaler K -Vektorraum und ' : V ! V linear.

(a) Durch
det ' = det( B ' B)

wird die Determinante det : Hom(V; V) ! K definiert, wobei rechts die Matrixdetermi-
nante auf K n×n steht und B eine beliebige geordnete Basis von V ist.

(b) Durch
Spur' = Spur( B ' B)

wird die Spur Spur: Hom(V; V) ! K definiert, wobei rechts die Matrixspur auf K n×n

steht und B eine beliebige geordnete Basis von V ist.

Wegen Satz 5.16 sind beide Objekte wohldefiniert, d. h. unabhängig von der Basis B. Man
beachte, dass ' von V nach V (und nicht etwa nach W ) abbildet.
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6 Normen und Skalarprodukte

In diesem Abschnitt sei durchgehend K = R oder K = C, weil die Begriffe beispielsweise
für K = F2 keinen Sinn ergeben. Zunächst verallgemeinern wir den Begriff der „Länge“ eines
Vektors:

Definition 6.1 (Norm)
Sei V ein K -Vektorraum. Eine Abbildung k � k : V ! R heißt eine Norm auf V , wenn gilt:

(a) Die Abbildung ist nicht-negativ und definit , d. h.

kvk � 0 und kvk = 0 () v = 0 8 v 2 V :

(b) Die Abbildung ist homogen, d. h.

k�v k = j� j kvk 8 � 2 K 8 v 2 V :

(c) Es gilt die Dreiecksungleichung , d. h.

kv + wk � k vk + kwk 8 v; w 2 V :

Wir nennen dann das Paar (V;k � k) einen normierten Raum.

Definition und Satz 6.2 (adjungierte Matrix)

(a) Ist A = ( aik) 2 Cm×n, so heißt die Matrix A∗ 2 Cn×m mit dem Eintrag �aki an der
Stelle (i; k ) die zu A adjungierte Matrix . A∗ entsteht also aus A durch Transponieren
und eintragsweises Konjugieren.

(b) Es gilt

(A + B )∗ = A∗ + B ∗ ; (�A )∗ = ��A ∗ 8 � 2 C 8 A; B 2 Cm×n ;

(AB )∗ = B ∗A∗ 8 A 2 Cm×p 8 B 2 Cp×n ;

(A−1)∗ = ( A∗)−1 8 A 2 Cn×n mit det A 6= 0 :

(c) Für alle A 2 Cn×n ist

det(A∗) = det A ; Spur(A∗) = SpurA :

(d) Für den den Fall A 2 Rm×n interpretieren wir einfach

A∗ = AT :

Beispiel 6.3 (Normen)

(a) Für jedes p � 1 ist ∥∥∥∥∥∥∥




v1
...

vn





∥∥∥∥∥∥∥
p

=

( n∑

k=1

jvk jp
)1/p

eine Norm auf dem K n, die sogenannte p-Norm. Ihre Dreiecksungleichung, d. h. die
Ungleichung kv + wkp � k vkp + kwkp, wird auch Minkowski-Ungleichung genannt.
Für p = 2 entsteht die besonders häufig benutzte sogenannte Euklid-Norm kvk2, und es
gilt kvk2 =

p
v∗v. Die zweitwichtigste Rolle spielt wohl die Eins-Norm für p = 1 .
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6. NORMEN UND SKALARPRODUKTE LINEARE ALGEBRA

(b) Die durch ∥∥∥∥∥∥∥






v1
...

vn






∥∥∥∥∥∥∥
∞

= max
{

jvk j
∣∣ k 2 f 1; : : : ; ng

}

auf K n definierte Norm heißt die Maximumsnorm oder Unendlich-Norm. Man bezeich-
net sie auch als eine p-Norm, und zwar für p = 1 , daher die Notation.

(c) Ist A 2 Cn×n regulär, so ist

kvk = kAvk2 =
p

v∗A∗Av

eine Norm auf Cn.

(d) Man kann auch Normen auf Matrizen definieren: Zum Beispiel heißen die Normen

kAk1 = max

{ m∑

i=1

jaik j

∣∣∣∣∣
k 2 f 1; : : : ; ng

}

;

kAk∞ = max

{ n∑

k=1

jaik j

∣∣∣∣∣
i 2 f 1; : : : ; mg

}

;

kAkF =

( m∑

i=1

n∑

k=1

jaik j2
)1/2

die Spaltensummennorm, Zeilensummennorm und Frobenius-Norm für eine Matrix A =
(aik) 2 Cm×n.

(e) Etwas ähnliches wie in (a) und (b) kann man auch für stetige Funktionen machen: Auf
V = C([a; b];C) wird durch

kf kLp =






(∫ b

a

∣∣f (x)
∣∣p dx

)1/p
für p < 1 ;

sup
{∣∣f (x)

∣∣ ∣∣ x 2 [a; b]
}

für p = 1

für alle p 2 [1; 1 ] eine Norm auf V definiert, die sogenannte L p-Norm (bzw. L ∞-Norm).
Man beachte, dass die Stetigkeit wesentlich für die Normeigenschaften ist – warum? }

Wir wollen nicht zu sehr in die Analysis abdriften, aber geben trotzdem die Definition eines
Banachraums an. Danach kehren wir mit den Skalarprodukten zur linearen Algebra zurück.

Definition 6.4 (Banachraum)
Sei (V;k � k) ein normierter Vektorraum.

(a) Wir sagen, eine Folge (vn)n � V konvergiert gegen ein v 2 V , falls

kvn � vk ! 0 für n ! 1 :

(b) Eine Folge (vn)n � V heißt eine Cauchyfolge, falls

8 " > 0 9 n0 2 N 8 n; m � n0 : kvn � vmk < " :

40



LINEARE ALGEBRA 6. NORMEN UND SKALARPRODUKTE

(c) (V;k � k) heißt vollständig, falls jede Cauchyfolge konvergiert. Man sagt auch, dass V
bezüglich k � k vollständig ist.

(d) Ein vollständiger normierter Vektorraum heißt Banachraum.

Beispiel 6.5

(a) Jeder endlich-dimensionale Vektorraum ist bezüglich jeder Norm vollständig.

(b) Der Vektorraum C([a; b];R) ist bezüglich der L ∞-Norm (die man auch Supremumsnorm
nennt) vollständig, nicht aber bezüglich der anderen L p-Normen mit p < 1 . Die Kon-
vergenz bezüglich der Maximumsnorm ist nämlich nichts anderes als die gleichmäßige
Konvergenz, und nach einem Satz aus der Analysis ist der gleichmäßige Limes stetiger
Funktionen wieder stetig.

(c) Der Vektorraum V = C1(R;R) ist bezüglich der Supremumsnorm nicht vollständig,
denn: Wir definieren eine Funktionenfolge (f n)n durch

f n(x) =

√
x2 +

1
n

mit f ′
n(x) =

x√
x2 + 1=n

:

Offenbar gilt also f n 2 V für alle n 2 N. Wir zeigen, dass f n gegen f mit f (x) = jxj
konvergiert, also

∣∣f n(x) � f (x)
∣∣ =

∣∣∣∣

√
x2 +

1
n

� j xj

∣∣∣∣ =
x2 + 1=n � x2

√
x2 + 1=n + jxj

�
1=n√
1=n

=
1

p
n

;

d. h.
kf n � f k �

1
p

n
n→∞���! 0 :

Die Grenzfunktion f der Folge (f n)n ist aber nicht differenzierbar, also ist V nicht
vollständig bezüglich der Supremumsnorm.

Definition 6.6 (Skalarprodukt)
Sei V ein K -Vektorraum. Eine Abbildung h�; �i : V � V ! K heißt ein Skalarprodukt auf V ,
wenn gilt:

(a) Die Abbildung ist definit , d. h.

hv; vi � 0 und hv; vi = 0 () v = 0 8 v 2 V :

Aus der ersten Bedingung folgt insbesondere, dass hv; vi 2 R.

(b) Die Abbildung ist linear im zweiten Argument , d. h.

hv; � 1w1 + � 2w2i = � 1hv; w1i + � 2hv; w2i 8 � 1; � 2 2 K 8 v; w1; w2 2 V :

(c) Die Abbildung ist hermitesch (für K = R symmetrisch), d. h.

hw; vi = hv; wi 8 v; w 2 V :
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6. NORMEN UND SKALARPRODUKTE LINEARE ALGEBRA

Wir nennen dann das Paar (V;h�; �i ) einen Skalarproduktraum. Ferner nennen wir einen endlich-
dimensionalen Skalarproduktraum überR einen euklidischen Raum und überC einen unitären
Raum.

Beispiel 6.7 (Skalarprodukte)

(a) Durch

hv; wi 2 =
n∑

k=1

�vkwk

wird das euklidische Skalarprodukt oder Standardskalarprodukt auf Cn definiert. Dieses
– und nur dieses – schreiben wir kürzer auch als v �w. Hier lassen wir den Skalarprodukt-
punkt niemals weg. Eine andere mögliche Notation ist v∗w; darin ist die Multiplikation
das Matrizenprodukt. Für n = 2 und K = R ist dies gerade das � aus Beispiel 5.2.

(b) Ist A 2 Cn×n regulär, so ist

hv; wi = hAv; Aw i 2 = ( Av)∗(Aw) = v∗A∗Aw

ein Skalarprodukt auf Cn.

(c) Durch
hA; B i = Spur( A∗B )

wird ein Skalarprodukt auf Cm×n definiert.

(d) Durch

hf; g i L2 =
∫ b

a
f (x) g(x) dx

wird das L 2-Skalarprodukt auf C([a; b];C) definiert.

Satz 6.8 (Norm aus Skalarprodukt)
Sei (V;h�; �i ) ein Skalarproduktraum.

(a) Durch
kvk =

√
hv; vi 8 v 2 V

wird eine Norm auf V definiert. Diese Norm betrachten wir immer auf einem Skalarpro-
duktraum. Ist V mit dieser Norm vollständig, so nennen wir (V;h�; �i ) einen Hilbertraum.

(b) Es gilt die Parallelogrammgleichung

kv + wk2 + kv � wk2 = 2kvk2 + 2kwk2 8 v; w 2 V :

Sei nun andersherum (V;k � k) ein normierter Raum.

(c) Es gibt genau dann ein Skalarprodukt h�; �i zur Norm k � k, das (a) erfüllt, wenn die
Parallelogrammgleichung (b) erfüllt ist.
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LINEARE ALGEBRA 6. NORMEN UND SKALARPRODUKTE

(d) Das in (c) erwähnte Skalarprodukt kann durch die Polarisierungsformel

hv; wi =






1
4

(
kv + wk2 � k v � wk2)

für K = R ;

1
4

(
kv + wk2 � k v � wk2)

�
i
4

(
kv + i wk2 � k v � iwk2)

für K = C
aus der Norm zurückgewonnen werden.

Beispiel 6.9 (Normen aus Skalarprodukten)

(a) Von den p-Normen (p 2 [1; 1 ]) auf Cn erfüllt nur die Euklid-Norm (p = 2 ) die Paralle-
logrammgleichung. Das zugehörige Skalarprodukt ist das euklidische.

(b) Zum Skalarprodukt
hv; wi = v∗A∗Aw

auf Cn mit regulärem A 2 Cn×n gehört die Norm

kvk = kAvk2 :

(c) Zum Skalarprodukt
hA; B i = Spur( A∗B )

auf Cm×n gehört die Frobenius-Norm.

(d) Von den L p-Normen (p 2 [1; 1 ]) auf C([a; b];C) erfüllt nur die L 2-Norm die Parallelo-
grammgleichung. Das zugehörige Skalarprodukt ist das L 2-Skalarprodukt.

Definition und Satz 6.10 (Cauchy-Schwarz)
Sei (V;h�; �i ) ein Skalarproduktraum.

(a) Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
∣∣hv; wi

∣∣ � k vkkwk 8 v; w 2 V :

(b) Ist K = R, so gilt nach (a)

� 1 �
hv; wi

kvkkwk
� 1 8 v; w 2 V n f 0g;

d. h. durch
∢(v; w) = arccos

(
hv; wi

kvkkwk

)
2 [0; � ]

wird eindeutig der Winkel zwischen v und w definiert.

Definition 6.11 (orthogonal)
Sei (V;h�; �i ) ein Skalarproduktraum.

(a) Die Vektoren v; w 2 V heißen orthogonal , falls hv; wi = 0 . Wir schreiben dann v ? w.

(b) Wir schreiben v ? M für einen Vektor v 2 V und ein Teilmenge M � V , falls v ? w für
alle w 2 M .
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6. NORMEN UND SKALARPRODUKTE LINEARE ALGEBRA

(c) Wir schreiben M ? N für zwei Teilmengen M; N � V , falls v ? w für alle v 2 M und
w 2 N .

(d) Ein Vektor v 2 V heißt normiert , falls kvk = 1 . Hierzu ist natürlich nur eine Norm und
nicht unbedingt ein Skalarprodukt notwendig.

Definition 6.12 (OGS, ONS, OGB, ONB)
Seien (V;h�; �i ) ein Skalarproduktraum und v1; : : : ; vm 2 V .

(a) f v1; : : : ; vmg heißt ein Orthogonalsystem (oder kurz OGS ) von V , falls vi ? vk für alle
i; k 2 f 1; : : : ; mg mit i 6= k.

(b) f v1; : : : ; vmg heißt ein Orthonormalsystem (oder kurz ONS ) von V , falls hvi; vk i = � ik
für alle i; k 2 f 1; : : : ; mg. Ein ONS ist immer linear unabhängig.

(c) Ein OGS, das eine Basis von V ist, heißt eine Orthogonalbasis (oder kurz OGB) von V .

(d) Ein ONS, das eine Basis von V ist, heißt eine Orthonormalbasis (oder kurz ONB) von
V .

Beispiel 6.13

(a) Die Standardbasis f e1; : : : ; eng des Rn bzw. Cn ist eine ONB bezüglich des Standard-
skalarprodukts.

(b) Für jedes � 2 R ist {(
cos�
sin �

)
;
(

� sin �
cos�

)}

eine ONB des R2 bezüglich des Standardskalarprodukts.

(c) Die Standardbasis f Eik j i 2 f 1; : : : ; mg; k 2 f 1; : : : ; ngg des Rm×n bzw. Cm×n (siehe
Satz 3.2) ist eine ONB bezüglich des Skalarprodukts hA; B i = Spur( A∗B ) (siehe Bei-
spiel 6.7c).

(d) Wir betrachten den R-Vektorraum C([� �; � ];R) mit dem L 2-Skalarprodukt. Dann ist
das unendliche trigonometrische System

T = f u0; u1; v1; u2; v2; : : :g

mit
u0(x) =

1
p

2�
; uk(x) =

1
p

�
cos(kx) ; vk(x) =

1
p

�
sin(kx) 8 k 2 N

ein ONS, d. h. jede endliche Teilmenge ist ein ONS, denn für alle k; ` 2 N gilt

hu0; uk i =
∫ π

−π
u0(x)uk(x) dx = 0 =

∫ π

−π
u0(x)vk(x) dx = hu0; vk i ;

huk; uℓi =
∫ π

−π
uk(x)uℓ(x) dx = � kℓ =

∫ π

−π
vk(x)vℓ(x) dx = hvk; vℓi ;

huk; vℓi =
∫ π

−π
uk(x)vℓ(x) dx = 0 ; ku0k2 =

∫ π

−π
u0(x)u0(x) dx = 1 :
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Man kann sich nun fragen, ob dies eine Basis ist und was im unendlichen-dimensionalen
Fall derunter zu verstehen ist. Wir führen folgenden Begriff ein: Wir nennen das ONS
T vollständig, weil es zu jedem f 2 C([� �; � ];R) und jedem " > 0 Koeffizienten � 0; � 1;
� 1; � 2; � 2; : : : gibt, von denen nur endlich viele ungleich 0 sind, so dass

∥∥∥∥∥
� 0u0 +

∞∑

k=1

(� kuk + � kvk) � f

∥∥∥∥∥
< " :

Mit anderen Worten: f kann bezüglich der L 2-Norm beliebig gut durch eine Linearkom-
bination von endlich vielen Funktionen aus T approximiert werden.

Hauptsatz 6.14 (Gram-Schmidt-Verfahren)
Seien (V;h�; �i ) ein Skalarproduktraum und f v1; : : : ; vmg � V linear unabhängig. Dann gibt es
Vektoren u1; : : : ; um 2 V mit:

� f u1; : : : ; umg ist ein ONS von V .

� LH( u1; : : : ; uk) = LH( v1; : : : ; vk) für alle k 2 f 1; : : : ; mg.

Ist insbesondere f v1; : : : ; vmg eine Basis, so ist f u1; : : : ; umg eine ONB.
Dieses ONS kann mit Hilfe des Orthonormalisierungsverfahrens von Gram-Schmidt wie

folgt konstruiert werden: Für k = 1 ; : : : ; m setze

~uk = vk �
k−1∑

i=1

hui; vk i ui ; uk =
~uk

k~ukk
:

Beispiel 6.15 (Gram-Schmidt-Verfahren)

(a) Wir wollen aus 



v1 =




1
1
0



 ; v2 =




1
0
1



 ; v3 =




0
1
1










eine ONB des R3 bezüglich des Standardskalarprodukts konstruieren. Wir rechnen

~u1 = v1 =




1
1
0



 ; u1 =
~u1

k~u1k
=

1
p

2




1
1
0



 ;

~u2 = v2 � (u1 � v2)u1 =




1
0
1



 �
1
2




1
1
0



 =
1
2




1

� 1
2



 ; u2 =
~u2

k~u2k
=

1
p

6




1

� 1
2



 ;

~u3 = v3 � (u1 � v3)u1 � (u2 � v3)u2

=




0
1
1



 �
1
2




1
1
0



 �
1
6




1

� 1
2



 =
2
3




� 1
1
1



 ; u3 =
~u3

k~u3k
=

1
p

3




� 1
1
1



 :

(b) Wir wollen aus f 1; x; x 2; : : : ; xng eine ONB von Pn(R) bezüglich des L 2-Skalarprodukts
über [� 1; 1] konstruieren. Wir setzen vk(x) = xk und rechnen

~u0 = v0 = 1 ; u0 =
~u0

k~u0k
=

1
(∫ 1

−1 dt
)1/2 =

1
p

2
;
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~u1 = v1 � h u0; v1i u0 = x �
1
2

∫ 1

−1
t dt = x ; u1 =

~u1

k~u1k
=

x
(∫ 1

−1 t2 dt
)1/2 =

√
3
2

x ;

~u2 = v2 � h u0; v2i u0 � h u1; v2i u1 u2 =
~u2

k~u2k
=

x2 � 1
3(∫ 1

−1(t2 � 1
3 )2 dt

)1/2

= x2 �
1
2

∫ 1

−1
t2 dt �

3
2

∫ 1

−1
t3 dt x = x2 �

1
3

; =

√
5
8

(3x2 � 1) ;

usw. Diese Polynome sind bis auf die Vorfaktoren die Legendre-Polynome. Die Menge
f P0; : : : ; Png, worin Pk das k-te Legendre-Polynom ist, bildet also eine OGB von Pn(R).

(c) Man kann zeigen, dass auch

hf; g i =
∫ 1

−1

f (x)g(x)
p

1 � x2
dx

ein Skalarprodukt auf P(R) ist. (Man beachte, dass das Integral uneigentlich ist!) Dann
ist f T0; : : : ; Tng eine OGB von Pn(R), wobei Tk mit

Tk(x) = cos
(
k arccos(x)

)
für x 2 [� 1; 1]

das sogenannte k-te Tschebyscheff-Polynom ist. Die Tschebyscheff-Polynome finden in
vielen Gebieten Anwendung, so z. B. auch bei den Tschebyscheff-Filtern.

Definition und Satz 6.16 (orthogonales Komplement)
Sei (V;h�; �i ) ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum.

(a) Für eine beliebige Teilmenge M � V heißt

M ⊥ = f v 2 V j v ? M g

das orthogonale Komplement von M . Dieses ist ein Unterraum von V .

(b) Für eine beliebige Teilmenge M � V ist

(M ⊥)⊥ = LH( M ) ; M ⊥ = LH( M )⊥ :

Ist U bereits ein Unterraum, so gilt

(U⊥)⊥ = U :

(c) Für jeden Unterraum U gilt

dim U + dim U⊥ = dim V :

(d) Ist f b1; : : : ; bng eine OGB von V und U ein Unterraum mit U = LH( b1; : : : ; bm), so gilt
U⊥ = LH( bm+1; : : : ; bn).
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Definition und Satz 6.17 (Fourierreihe)
Seien (V;h�; �i ) ein Skalarproduktraum und f b1; : : : ; bng eine ONB von V . Dann gibt es für
jeden Vektor v 2 V eindeutig bestimmte Koeffizienten � 1; : : : ; � n, so dass v =

∑n
k=1 � kbk.

(Das ist Satz 2.7.) In diesem Kontext heißen sie die Fourierkoeffizienten von v, und es gilt

� k = hbk; vi :

Die Darstellung

v =
n∑

k=1

hbk; vi bk

heißt die Fourierreihe von v bezüglich f b1; : : : ; bng.

Beispiel 6.18 (Fourierreihen)
Wir betrachten als Beispiel nur die klassischen Fourierreihen bezüglich des trigonometrischen
Systems T aus Beispiel 6.13d. Ist also f : [� �; � ] ! R stetig (mit einer schwachen Zusatzbe-
dingung, die zu starke Oszillationen verbietet) und ist f (� � ) = f (� ), so gilt punktweise

f (x) = � 0u0(x) +
∞∑

k=1

(
� kuk(x) + � kvk(x)

)
8 x 2 [� �; � ] ;

und nach Satz 6.17 gilt für die Koeffizienten

� 0 = hu0; f i =
1

p
2�

∫ π

−π
f (x) dx ;

� k = huk; f i =
1

p
�

∫ π

−π
f (x) cos(kx) dx ;

� k = hvk; f i =
1

p
�

∫ π

−π
f (x) sin(kx) dx :

Betrachtet man T -periodische stetige Signale f : R ! R (mit obiger Zusatzbedingung), so gilt

f (t) =
a0

2
+

∞∑

k=1

(
ak cos(k!t ) + bk sin(k!t )

)
mit ! =

2�
T

mit den sogenannten Eulerschen Formeln

ak =
2
T

∫ T

0
f (t) cos(k!t ) dt 8 k 2 N0 ; bk =

2
T

∫ T

0
f (t) sin(k!t ) dt 8 k 2 N :

Um der Reihenentwicklung einen mathematischen Sinn geben zu können, muss f nicht ste-
tig sein. Die Fourierreihe konvergiert auch für das unstetige Rechteck- oder Sägezahnsignal,
allerdings nicht mehr zwangsläufig gegen f . Für allgemeinere Aussagen benötigt man einen
allgemeineren Integral- bzw. Konvergenzbegriff.
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7 Polynome

Wir wollen im Folgenden die Polynome ein wenig genauer kennenlernen und müssen dazu noch
ein paar Worte über Ringe verlieren. Wir formulieren einige Eigenschaften über Ringe etwas
allgemeiner; allerdings setzen wir immer voraus, dass (R; + ; �; 0; 1) ein kommutativer Ring mit
Eins ist. Ein Beispiel, das wir gelegentlich betrachten, ist nicht-kommutativ, nämlich K n×n,
aber wir wollen in den Definitionen und Sätzen die Darstellung nicht unnötig verkomplizieren.

Definition 7.1 (Teiler)
Seien a; b 2 R. Wir sagen, b teilt a bzw. dass b ein Teiler von a ist, falls es ein c 2 R mit
a = b� c gibt. Wir schreiben dafür b j a. Ist b kein Teiler von a, so schreiben wir b ∤ a.

Definition 7.2 (Ringelemente)

(a) Ein Element a 2 R heißt eine Einheit , falls es invertierbar ist, d. h. falls es ein b 2 R mit
a � b = 1 gibt. Die Menge der Einheiten bezeichnen wir mit R×.

(b) Ein Element a 2 R n f 0g heißt irreduzibel , wenn es keine Einheit ist und gilt: Aus einer
Zerlegung a = b� c folgt, dass b oder c eine Einheit ist. Andersherum: a kann nicht als
Produkt zweier Nicht-Einheiten geschrieben werden.

(c) Ein Element a 2 R n f 0g heißt prim oder Primelement , wenn es keine Einheit ist und
gilt: Aus a j b� c folgt a j b oder a j c. In Worten: Teilt ein Primelement ein Produkt, so
teilt es bereits einen Faktor.

(d) Ein Element a 2 R n f 0g heißt ein Nullteiler , falls es ein Teiler der Null ist, d. h. falls
es ein b 2 R n f 0g mit a � b = 0 gibt. Wir nennen den Ring nullteilerfrei , wenn es keine
Nullteiler gibt.

Satz 7.3 (Ringelemente)
Jedes Element a 2 R gehört genau einer der folgenden vier Mengen an:

(a) Die Menge f 0g mit der Null.

(b) Die Menge R× der Einheiten. Diese bildet mit der Ringmultiplikation eine abelsche
Gruppe, d. h. das Produkt zweier Einheiten und das Inverse einer Einheit sind wieder
Einheiten.

(c) Die Menge der irreduziblen Elemente.

(d) Die Menge aller anderen Elemente, die als reduzibel bezeichnet werden.

Definition und Satz 7.4 (Polynomring, Grad)

(a) Die Menge aller Polynome

n∑

k=0

cktk ; n 2 N0 ; c0; : : : ; cn 2 K

in einer Variablen t 2 K ist für jeden Körper K bezüglich der „normalen“ Addition und
Multiplikation ein kommutativer Ring mit Eins. Diesen bezeichnen wir mit K [t], und
dies hat drei Gründe:
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� Unter P(K ) verstehen wir einen K -Vektorraum, die Schreibweise K [t] soll den
Ringcharakter betonen.

� Die Notation K [t] erlaubt auch Polynomringe der Form R[t] (über einem allgemei-
nen Ring anstatt einem Körper) und K [t1; t2] (Polynom in zwei Variablen).

� K [t] ist die in der Algebra gebräuchliche Schreibweise, insbesondere wegen der
Vorteile aus dem letzten Punkt.

(b) Wir definieren durch

Grad: K [t] ! N0 [ f�1g ; Grad f =

{
maxf m 2 N0 j cm 6= 0g für f 6= 0 ;

�1 für f = 0

den Grad eines Polynoms. Das Nullpolynom hat also Grad �1 , alle konstanten Poly-
nome (ungleich 0) haben Grad 0.

(c) Für den Grad gilt

Grad(f � g) = Grad f + Grad g 8 f; g 2 K [t] :

Im Falle f = 0 oder g = 0 sind beide Seiten gleich �1 .

Beispiel 7.5 (Ringelemente)

(a) In jedem Körper K gibt es nur die Null und Einheiten, denn jedes a 2 K n f 0g ist nach
Definition invertierbar. Also ist K × = K n f 0g.

(b) Im Ring Z der ganzen Zahlen ist 0 die Null. Invertierbar sind genau die beiden Zahlen
� 1, d. h. Z× = f 1; � 1g. Dies ist gerade die Gruppe aus Beispiel 1.4f. Die irreduziblen
Elemente (hier dasselbe wie die Primelemente) sind f� 2; � 3; � 5; � 7; : : :g; die positiven
Primelemente von Z heißen auch Primzahlen. Alle anderen Elemente sind reduzibel.

Die Zahl 15 ist nicht irreduzibel, da 15 = 3 � 5 eine Zerlegung in ein Produkt von zwei
Nicht-Einheiten ist. Die Zahl 15 ist nicht prim, denn z. B. gilt 15 j 6 � 10, aber sowohl
15 ∤ 6 als auch 15 ∤ 10.Z ist nullteilerfrei.

(c) Wir betrachten den Polynomring K [t] in der Variablen t über einem Körper K . Die Null
in K [t] ist das Nullpolynom, also das Element vom Grad �1 . Invertierbar sind genau
die konstanten Polynome außer der Null, also gilt

K [t]× =
{

f 2 K [t]
∣∣ Grad f = 0

}
:

Jedes Polynom vom Grad 1 ist irreduzibel. Das folgt sofort aus Satz 7.4c wegen 1 =
Grad f = Grad( gh) = Grad g + Grad h, also Grad g = 0 und Grad h = 1 oder anders-
herum, d. h. g oder h ist eine Einheit. Die Umkehrung gilt nicht: Das Polynom t2 + 1 ist
irreduzibel in R[t ], obwohl es Grad 2 besitzt. Es ist reduzibel in C[t ], denn (t + i)( t � i)
ist eine Zerlegung in zwei Nicht-Einheiten. In F2[t ] gilt t2 + 1 = ( t + 1) 2, weil 2t = 0 ,
hier ist es also auch reduzibel. Man kann zeigen, dass tn � 2 für jedes n 2 N irreduzibel
in Q[t ] ist.

K [t] ist nullteilerfrei; auch das folgt mit der Gradformel.
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(d) Wir betrachten den Matrizenring K n×n. Die Null ist die n � n-Nullmatrix. Eine Cha-
rakterisierung für die Invertierbarkeit von Matrizen kennen wir schon, nämlich

(K n×n)× =
{

A 2 K n×n ∣∣ det A 6= 0
}

:

Da der Ring nicht kommutativ ist, ist diese Einheitengruppe nicht abelsch. Später werden
wir ihr im Zusammenhang mit anderen Matrizengruppen einen Namen geben.

Bleibt noch zu klären, welche Matrizen irreduzibel bzw. reduzibel sind. Dazu erinnern
wir an Satz 4.13a: Sei A 2 K n×n mit 0 < r = Rang A < n . (r = 0 und r = n sind
ja schon einsortiert.) Dann gibt es invertierbare Basiswechselmatrizen S; T 2 K n×n, so
dass

S−1AT =
(

I r 0r×(n−r)
0(n−r)×r 0(n−r)×(n−r)

)
= D :

Daraus folgt mit D = DD

A = SDT −1 = S(DD )T−1 = ( SD)(DT −1) :

Da weder SD noch DT −1 invertierbar ist, ist dies eine Zerlegung in zwei Nicht-Einheiten.
Der Matrizenring besitzt also keine irreduziblen Elemente.

Weiter stellen wir fest: Jede reduzible Matrix A 2 K n×n (also 0 < RangA < n ) ist
ein Nullteiler: Dazu wählen wir v 2 Kern A nicht-trivial und ergänzen v mit n � 1
Nullvektoren des K n zu einer n � n-Matrix B . Dann gilt AB = 0 , obwohl A 6= 0 und
B 6= 0 . Der Matrizenring ist also keineswegs nullteilerfrei; statt dessen gibt es „ziemlich
viele“ Nullteiler.

Definition und Satz 7.6 (algebraisch abgeschlossen)

(a) Ein Körper K heißt algebraisch abgeschlossen , wenn jedes Polynom aus K [t] vom Grad
größer-gleich 1 eine Nullstelle in K besitzt.

(b) Seien K algebraisch abgeschlossen und f =
∑n

k=0 cktk 2 K [t] vom Grad n � 1. Dann
gibt es bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmte, nicht notwendigerweise verschiedene
Zahlen a1; : : : ; an 2 K , so dass

f (t) = cn(t � a1) � � � (t � an) :

Man sagt, das Polynom f zerfalle in Linearfaktoren; dies sind gerade die Ausdrücke der
Form t � ak.

Hauptsatz 7.7 (Fundamentalsatz der Algebra)
Der Körper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen, d. h. jedes Polynom ausC[t ] vom Grad größer-gleich 1 zerfällt in Linearfaktoren.

Satz 7.8 (irreduzible Polynome)
In Beispiel 7.5c haben wir festgestellt, dass jedes Polynom vom Grad 1 irreduzibel ist. Welche
von höherem Grad es ebenfalls sind, hängt vom Körper ab:

(a) In C[t ] sind alle Polynome vom Grad größer-gleich 2 reduzibel. Dies folgt aus dem
Fundamentalsatz der Algebra.
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(b) Ein Polynom f 2 R[t ] zerfällt natürlich über C in Linearfaktoren. Ist a 2 C nR eine
Nullstelle, so ist auch �a eine Nullstelle. Also ist (t � a)( t � �a) = t2 � (2 Rea)t + jaj2 2 R[t ]
ein Teiler von f . Da die komplexen Nullstellen immer paarweise konjugiert auftreten,
muss ein Polynom von ungeradem Grad eine reelle Nullstelle besitzen. Dies kann man
auch analytisch mit dem Zwischenwertsatz beweisen. Das Polynom t3 � 2 hat hingegen
in Q[t ] keine Nullstelle. Man beachte, dass der analytische Beweis in Q scheitert, weil
dort der Zwischenwertsatz nicht gilt.

(c) Aus (b) folgt, dass alle Polynome aus R[t ] vom Grad größer-gleich 3 reduzibel sind. Für
ein Polynom t2 + pt + q vom Grad 2 können beide Fälle auftreten. Die pq-Formel liefert,
dass es genau dann irreduzibel ist, wenn p2 < 4q gilt. In Beispiel 7.5c haben wir bereits
angemerkt, dass tn � 2 2 Q[t ] für jedes n 2 N irreduzibel ist, d. h. es gibt irreduzible
Polynome von beliebig hohem Grad. Für f = t4 + 1 2 R[t ] gilt die Zerlegung

t4 + 1 = ( t2 +
p

2t + 1)( t2 �
p

2 t + 1) ;

und die beiden Faktoren auf der rechten Seite sind irreduzibel. Man beachte, dass f
reduzibel ist, obwohl es keine Nullstelle besitzt. Wir halten fest:

(d) Sei f 2 K [t] mit Grad f � 2. Hat f eine Nullstelle a 2 K , so ist f reduzibel; das ist
klar, weil dann t � a ein Faktor von f ist. Andersherum gilt: Ist Grad f � 3 und hat f
keine Nullstelle, so ist f irreduzibel.

(e) Endliche Körper sind nicht algebraisch abgeschlossen: Sei K ein endlicher Körper mit q
Elementen. Dann gibt es q2 Polynome vom Grad 2, nämlich t2 + ct + d für c; d 2 K ,
und es gibt q2 Möglichkeiten, zwei Polynome vom Grad 1 miteinander zu multiplizieren,
nämlich (t � a)( t � b) für a; b 2 K . Allerdings ist (t � 0)(t � 1) = ( t � 1)(t � 0), d. h.
zumindest zwei Produkte liefern dasselbe Polynom vom Grad 2. Damit wird nicht jedes
der q2 Polynome vom Grad 2 erzeugt, d. h. mindestens eines ist irreduzibel.

Wir überprüfen dies für den Körper F2 mit zwei Elementen: Es ist (t � 0)(t � 0) = t2,
(t � 0)(t � 1) = ( t � 1)(t � 0) = t2 + t und (t � 1)(t � 1) = t2 + 1 . (Beachte � 1 = 1 und
2 = 0.) Das einzige Polynom, das nicht als Produkt vorkommt, nämlich t2 + t + 1 , ist
tatsächlich irreduzibel. }

Wir wollen davor warnen, dass der Koeffizientenvergleich aus Beispiel 2.5d zu trivial wirkt.
Wahr ist: Jedes vom Nullpolynom verschiedene Polynom hat nur endlich viele Nullstellen. Der
Umkehrschluss, dass ein Polynom mit nur endlich vielen Nullstellen nicht das Nullpolynom
ist, ist im Allgemeinen nicht richtig – und zwar genau über den endlichen Körpern nicht. Sei
K = f a1; : : : ; aqg ein endlicher Körper mit q Elementen. Dann ist f =

∏q
k=1(t � ak) 2 K [t] ein

Polynom vom Grad q, und es gilt f (a) = 0 für alle a 2 K nach Konstruktion. Das Nullpolynom
besitzt natürlich dieselben q Nullstellen. Hier gilt also der Koeffizientenvergleich nicht, denn
f ist offenbar nicht das Nullpolynom.

Dadurch entsteht eine Subtilität in der Notation: Beispielsweise über F2 gilt die Unglei-
chung t2 + t 6= 0 , wenn beide Seiten als Polynom in F2[t ] aufgefasst werden. Demgegenüber
gilt natürlich die Gleichung a2 + a = 0 , wenn beide Seiten als Körperelement in F2 aufgefasst
werden (denn 02 + 0 = 1 2 + 1 = 0 ).

Definition 7.9 (Integritätsbereich, faktoriell)

(a) Einen kommutativen nullteilerfreien Ring mit Eins nennen wir einen Integritätsbereich.
Um den Nullring f 0g auszuschließen, fordern wir noch 1 6= 0 .
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(b) Wir nennen einen Integritätsbereich faktoriell , wenn jedes reduzible Element eine bis
auf Einheiten und Reihenfolge eindeutige Zerlegung in ein Produkt aus primen bzw.
irreduziblen Elementen besitzt. }

Die Tatsache, dass wir im Folgenden Kommutativität, Nullteilerfreiheit, Existenz einer Eins
und eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren verlangen, weil wir nur noch von fak-
toriellen Integritätsbereichen sprechen wollen, erleichtert das Verständnis und führt zu noch
stärkeren Eigenschaften des Polynomrings.

Beispiel 7.10 (faktoriell)

(a) Z ist ein faktorieller Integritätsbereich. Beispielsweise gilt

� 60 = 22 � (� 3) � 5 = ( � 2) � 5 � 3 � 2:

Diese beiden Zerlegungen von � 60 stimmen bis auf Reihenfolge und Einheiten (Z× =
f 1; � 1g) überein. Eine Zerlegung einer positiven ganzen Zahl in positive Primelemente
(Primzahlen) heißt Primfaktorzerlegung .

(b) K [t] ist ein faktorieller Integritätsbereich. Wir wollen ein vom Nullpolynom verschie-
denes Polynom normiert nennen, falls der höchste Koeffizient 1 ist. Jedes normierte
Polynom kann dann bis auf Reihenfolge eindeutig als Produkt von irreduziblen normier-
ten Polynomen geschrieben werden.

Definition 7.11 (Ideal)

(a) Eine Teilmenge I � R eines kommutativen Rings R heißt ein Ideal von R, falls:

i. I ist nicht leer.
ii. I ist abgeschlossen bezüglich Addition, d. h.

i + j 2 I 8 i; j 2 I :

iii. I ist abgeschlossen bezüglich Multiplikation mit einem Ringelement, d. h.

r � i 2 I 8 r 2 R 8 i 2 I :

(b) Ein Ideal I heißt ein Hauptideal , falls es ein Element a 2 R gibt, so dass

I = f r � a j r 2 Rg:

Wir schreiben dann auch I = aR oder I = ( a) und nennen I das von a erzeugte Ideal
bzw. a einen Erzeuger von I .

(c) Das Ideal
(a1; : : : ; am) = f r 1a1 + : : : + rmam j r 1; : : : ; rm 2 Rg

heißt das von a1; : : : ; am erzeugte Ideal.

(d) Ein Ring heißt ein Hauptidealring , wenn jedes seiner Ideale ein Hauptideal ist.

Beispiel 7.12 (Ideale)

(a) In jedem Ring R gibt es die trivialen Ideale f 0g und R.
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(b) Wir untersuchen die Ideale eines Körpers: Seien I 6= f 0g ein Ideal von K und i 2 I
mit i 6= 0 . Nach den Körperaxiomen ist i invertierbar, also i−1 2 K , und daraus folgt
1 = i−1 � i 2 I . Ist nun a 2 K irgendein Körperelement, so folgt a = a � 1 2 I , d. h.
I = K . In einem Körper gibt es also nur die beiden trivialen Ideale.

(c) Z ist ein Hauptidealring, und jedes Ideal ist von der Form (n) = nZ mit n 2 N0. Für
(0) = f 0g und (1) = Z ergeben sich die beiden trivialen Ideale, für n � 2 entsteht
das Ideal, das alle durch n teilbaren Zahlen enthält. Beispielsweise ist (5) = f 0; 5; � 5;
10; � 10; : : :g.
Man kann sich nun fragen, was mit Idealen der Art I = (4 ; 6) ist. Die Schreibweise
suggeriert, dass I kein Hauptideal ist. Offenbar gilt 2 = ( � 1) � 4 + 1 � 6 2 I , und man
sieht leicht, dass I = (2) ; es handelt sich also doch um ein Hauptideal. Allgemein kann
man zeigen, dass

(a1; : : : ; am) =
(
ggT(a1; : : : ; am)

)
;

d. h. die m Elemente a1; : : : ; am erzeugen ein Hauptideal mit dem ggT dieser Elemente
als Erzeuger.

(d) Auch K [t] ist ein Hauptidealring, d. h. jedes Ideal ist von der Form (f ) = fK [t] für ein
geeignetes f 2 K [t].

Satz 7.13 (Einsetzhomomorphismus)
Wir verallgemeinern den Einsetzhomomorphismus aus Beispiel 4.2g wie folgt: Seien A 2 K n×n

bzw. V ein n-dimensionaler K -Vektorraum und ' : V ! V linear. Dann ist

c0 + c1t + : : : cm−1tm−1 + cmtm 7�! c0I n + c1A + : : : + cm−1Am−1 + cmAm

bzw.

c0 + c1t + : : : cm−1tm−1 + cmtm 7�! c0idV + c1' + : : : + cm−1' m−1 + cm' m

ein K -Algebrenhomomorphismus K [t] ! K n×n bzw. K [t] ! Hom(V; V). Einem Polynom
wird also eine Matrix bzw. eine lineare Abbildung zugeordnet, indem die Potenzen tk durch
die Potenzen Ak bzw. ' k ersetzt werden. Dabei muss man beim konstanten Term aufpassen:
t0 muss durch A0 = I n bzw. ' 0 = id V ersetzen werden.

Definition und Satz 7.14 (Minimalpolynom)
Seien A 2 K n×n bzw. V ein n-dimensionaler K -Vektorraum und ' : V ! V linear.

(a) Die Menge
{

f 2 K [t]
∣∣ f (A) = 0 2 K n×n}

bzw.
{

f 2 K [t]
∣∣ f (' ) = 0 2 Hom(V; V)

}

ist ein Ideal von K [t]. Es enthält alle Polynome, die zur Nullmatrix bzw. Nullabbildung
werden, wenn man A bzw. ' einsetzt.

(b) Die Teilmengen
{

I n; A; A 2; A3; : : : ; An2}
bzw.

{
idV ; '; ' 2; ' 3; : : : ; ' n2 }

von K n×n bzw. Hom(V; V) sind aus Dimensionsgründen linear abhängig, d. h. es gibt
ein vom Nullpolynom verschiedenes Polynom f 2 K [t] von höchstens Grad n2, so dass

f (A) =
n2∑

k=0

ckAk = 0 2 K n×n bzw. f (' ) =
n2∑

k=0

ck ' k = 0 2 Hom(V; V) :
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(c) Wegen (b) ist das Ideal in (a) nicht das Nullideal f 0g. Nach Beispiel 7.12d ist aber
K [t] ein Hauptidealring, d. h. es gibt ein f 2 K [t] n f 0g, so dass das Ideal aus (a)
gerade (f ) = fK [t] ist. Der eindeutig bestimmte normierte Erzeuger des Ideals heißt
das Minimalpolynom � A bzw. � ϕ von A bzw. ' .

Beispiel 7.15 (Minimalpolynome)
Wir betrachten die Matrix

A =
(

� 10 � 18
6 11

)
2 R2×2 :

Für beliebige c0; : : : ; c4 2 R rechnen wir

4∑

k=0

ckAk =
(

c0 � 10c1 � 8c2 � 28c3 � 44c4 � 18c1 � 18c2 � 54c3 � 90c4
6c1 + 6c2 + 18c3 + 30c4 c0 + 11c1 + 13c2 + 35c3 + 61c4

)
!=

(
0 0
0 0

)
:

Dies ist ein homogenes lineares 4 � 5-Gleichungssystem für die Variablen c0; : : : ; c4 mit der
allgemeinen Lösung 



c0
c1
c2
c3
c4




2 LH









2
1

� 1
0
0




;





0
2
1

� 1
0




;





0
0
2
1

� 1








:

Der erste Lösungsvektor entspricht wegen c3 = c4 = 0 einem Polynom vom Grad 2, nämlich
2 + t � t2. An der Lösungsmenge erkennen wir, dass es kein Polynom vom Grad 1 geben kann,
also � A(t) = t2 � t � 2.

Dies ist eine sehr aufwändige Weise, das Minimalpolynom zu berechnen, da ein lineares
Gleichungssystem mit n2 Gleichungen und n2 + 1 Variablen zu lösen ist. Wir werden im
Abschnitt über die Eigenwerte feststellen, dass sogar allgemein Grad � A � n (und nicht nur
� n2) gilt und dass wir ein anderes Polynom „geschenkt“ bekommen, von dem wir wissen,
dass � A ein Teiler ist. Außerdem sehen wir dort auch die Motivation für das Minimalpolynom
und ähnliche Begriffe. }

Offenbar sind wir endlich wieder zur linearen Algebra, nämlich zur Theorie der Matrizen
und linearen Abbildungen, zurückgekehrt. Wir haben eine sehr abstrakte Definition für das
Minimalpolynom einer Matrix angegeben. Dazu haben wir eine Menge definiert, nämlich die
der Polynome f mit f (A) = 0 , und festgestellt, dass diese Menge ein Ideal von K [t] ist.
Mit dem Argument, dass K n×n endlich-dimensional ist, haben wir festgestellt, dass dieses
Ideal nicht nur aus dem Nullpolynom besteht. Da jedes Ideal von K [t] ein Hauptideal ist,
wird es von einem Polynom erzeugt, und einen solchen normierten Erzeuger nennen wir das
Minimalpolynom.

Ein solcher abstrakter Zugang liefert in der Regel eine allgemeine Theorie mit eleganten
Beweisen. Der Zugang erweist sich als unhandlich, wenn man „lediglich“ rechnen möchte, wie
das vorige Beispiel gezeigt hat. Im folgenden Abschnitt über Eigenwerte werden wir daher
wieder sehr konkret werden.

Definition 7.16 (Division mit Rest)
Sei R ein Hauptidealring. Ferner sei � : R n f 0g ! N0 eine Abbildung, so dass es zu allen
a; b2 R n f 0g zwei Elemente q; r 2 R gibt mit

a = q � b+ r mit r = 0 oder � (r ) < � (b) :

54



LINEARE ALGEBRA 7. POLYNOME

Dann sprechen wir von einer Division mit Rest in R; q heißt der Quotient und r der Rest der
Division. Falls eine Abbildung � zusammen mit einer Division mit Rest existiert, nennen wir
R einen euklidischen Ring .

Beispiel 7.17 (Division mit Rest)

(a) Wir betrachten Z mit � (a) = jaj. Dann besagt die Division mit Rest: Für ganze Zahlen
a; b6= 0 gibt es ganze Zahlen q; r mit a = qb+ r und jr j < jbj. Für a = 67 und b = � 35
gilt z. B. a = ( � 2)b � 3. Dies ist die „ganz normale“ schriftliche Division mit Rest.

(b) Wir betrachten K [t] mit � (f ) = Grad f . Dann besagt die Division mit Rest: Für Poly-
nome f; g 6= 0 gibt es Polynome q; r mit f = qg+ r und Grad r < Grad g. In diesem
Fall sind q und r sogar eindeutig bestimmt: Gilt nämlich f = qg+ r = q′g + r ′, so folgt
0 = f � f = ( q� q′)g+ ( r � r ′). Wegen Grad(r � r ′) < Grad g nach Voraussetzung muss
q = q′ und damit auch r = r ′ sein.

Diese Division mit Rest ist die Polynomdivision. Zum Beispiel gilt

2t3 � t2 + t � 3 = (2 t + 5)( t2 � 3t + 2) + (12 t � 13)

mit Grad r = 1 < 2 = Grad g.
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8 Eigenwerte

Definition 8.1 (Eigenwert, Eigenvektor)

(a) Ein Skalar � 2 K heißt ein Eigenwert von einer quadratischen Matrix A 2 K n×n, falls
es einen Vektor v 2 K n n f 0g gibt, so dass die Eigenwertgleichung

Av = �v

erfüllt ist. Ein solches v heißt dann ein Eigenvektor von A zum Eigenwert � .

(b) Ein Skalar � 2 K heißt ein Eigenwert von einer linearen Abbildung ' 2 Hom(V; V),
worin V ein beliebiger K -Vektorraum ist, falls es einen Vektor v 2 V n f 0g gibt, so dass
die Eigenwertgleichung

' (v) = �v

erfüllt ist. Ein solches v heißt dann ein Eigenvektor von ' zum Eigenwert � . }

Die Eigenwerttheorie funktioniert nur für quadratische Matrizen bzw. für lineare Abbildungen
von einem Vektorraum in sich selbst, sogenannte Endomorphismen. Das liegt daran, dass
auf der linken Seite der Eigenwertgleichung ein Bildvektor steht, auf der rechten Seite aber
ein Vielfaches eines Urbildvektors. Prinzipiell kann der Vektorraum, auf dem die Abbildung
operiert, auch unendlich-dimensional sein.

Definition und Satz 8.2 (Eigenraum)
Sind v1; : : : ; vm Eigenvektoren zu einem Eigenwert � von A 2 K n×n, dann ist auch jede
Linearkombination ein Eigenvektor. Wir definieren also den Eigenraum von A bezüglich � als

Eig(A; � ) = f v 2 K n j Av = �v g:

Er enthält alle Eigenvektoren zum Eigenwert � und den Nullvektor.
Wegen Av = �v () (A � �I n)v = 0 gilt

Eig(A; � ) = Kern( A � �I n) :

Ist � 2 K kein Eigenwert von A, so gilt Eig(A; � ) = f 0g.
Alle Aussagen bleiben richtig, wenn man K n durch einen K -Vektorraum V , A durch eine

lineare Abbildung ' : V ! V und I n durch idV ersetzt.

Beispiel 8.3 (Eigenwerte, Eigenvektoren)

(a) Wir betrachten die Matrix

A =




� 5 7 8
� 4 6 6
� 1 1 2



 2 R3×3

aus Beispiel 4.18. Wir berechnen Kern A, d. h.



� 5 7 8
� 4 6 6
� 1 1 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0



 �!




0 2 � 2
0 2 � 2

� 1 1 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0



 �!




0 0 0
0 1 � 1

� 1 1 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0



 ;
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und daraus folgt Kern A = LH((3 ; 1; 1)T). Es gilt also

Eig(A; 0) = LH
(
(3; 1; 1)T)

;

insbesondere ist 0 ein Eigenwert von A. Das Gleichungssystem (A � 3I 3)v = 0 hingegen
besitzt wegen




� 8 7 8
� 4 3 6
� 1 1 � 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0



 �!




0 � 1 16
0 � 1 10

� 1 1 � 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0



 �!




0 0 6
0 � 1 10

� 1 1 � 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0





nur die triviale Lösung, d. h. 3 ist kein Eigenwert von A.

(b) Wir betrachten die lineare Abbildung ' : P2(R) ! P 2(R) mit ' (f ) = xf ′ + f ′′. Um die
Eigenwerte von ' zu bestimmen, benutzen wir die Eigenwertgleichung ' (f ) = �f und
eine Darstellung f (x) = a + bx + cx2. Einsetzen liefert

x(b+ 2cx) + 2 c = � (a + bx + cx2) () (2c � �a ) + (1 � � )bx + (2 � � )cx2 = 0 :

Da die Menge f 1; x; x 2g linear unabhängig ist, müssen alle drei Koeffizienten 0 sein. Wir
unterscheiden drei Fälle:

� � = 2 : Dann folgt b = 0 und 2c � 2a = 0 , d. h. a = c. Damit ist 2 ein Eigenwert
von ' mit dem Eigenraum

Eig('; 2) = f a + bx + cx2 j b = 0 ; a = cg = LH(1 + x2) :

� � = 1 : Dann folgt c = 0 , also auch � �a = 0 , d. h. a = 0 . Damit ist 1 ein Eigenwert
von ' mit dem Eigenraum

Eig('; 1) = f a + bx + cx2 j a = c = 0g = LH( x) :

� � =2 f 1; 2g: Dann folgt b = c = 0 , also auch � �a = 0 . Da a 6= 0 sein muss (sonst
wäre f = 0 ), muss � = 0 sein. Damit ist 0 ein Eigenwert von ' mit dem Eigenraum

Eig('; 0) = f a + bx + cx2 j b = c = 0g = LH(1) :

Man sieht leicht, dass B = (1+ x2; 1; x) eine Basis von P2(R) ist. Mit Satz 4.11b erhalten
wir für die Matrix von ' bezüglich dieser Basis

B ' B =




2 0 0
0 0 0
0 0 1



 :

Es ist kein Wunder, dass diese Matrix diagonal ist; wir werden diese Erkenntnis in einem
der folgenden Sätze präzisieren.

(c) Sei ' die lineare Abbildung, die eine reelle Folge um ein Glied nach links schiebt, d. h. das
k-te Glied des Bildes der Folge (an)n sei ak+1. Mathematisch genau gilt ' : `(R) ! `(R)
mit (' ((an)n))k = ak+1. Anschaulich sehen wir sofort, dass 1 ein Eigenwert ist, denn
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jede konstante Folge wird auf sich selbst abgebildet. Wenn wir die Eigenwertgleichung
verwenden, sehen wir

(a2; a3; a4; : : :) = '
(
(an)n

)
= � � (an)n = ( �a 1; �a 2; �a 3; : : :) ;

oder allgemein ak+1 = �a k für alle k 2 N. Gibt man sich ein a1 2 R und ein � 2 R
beliebig vor, so erhält man daraus die eindeutig bestimmte Folge (a1; �a 1; � 2a1; � 3a1;
: : :). Sie ist das a1-fache der Folge (1; �; � 2; � 3; : : :), und diese ist niemals der Nullvektor
in `(R). Somit ist jedes � 2 R ein Eigenwert von ' mit dem Eigenraum

Eig('; � ) = LH
(
(1; �; � 2; � 3; : : :)

)
:

Satz 8.4 (lineare Unabhängigkeit)
Sind v1; : : : ; vm Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten � 1; : : : ; � m von A 2
K n×n, dann ist f v1; : : : ; vmg linear unabhängig in K n. Für zwei Eigenwerte � und � mit � 6= �
gilt insbesondere Eig(A; � ) \ Eig(A; � ) = f 0g.

Die Aussage gilt wieder genauso für eine lineare Abbildung ' : V ! V .
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind also linear unabhängig. Insbesondere

kann ein Vektor höchstens zu einem Eigenwert gehören. }

Dieser Satz liefert sofort, dass B in Beispiel 8.3b eine Basis von P2(R) ist.

Definition 8.5 (diagonalisierbar)

(a) Eine Matrix A 2 K n×n heißt diagonalisierbar , wenn es eine reguläre Matrix T 2 K n×n

gibt, so dass
T−1AT 2 K n×n

eine Diagonalmatrix ist.

(b) Eine lineare Abbildung ' : V ! V mit einem n-dimensionalen K -Vektorraum V heißt
diagonalisierbar , wenn es eine geordnete Basis B von V gibt, so dass

B ' B 2 K n×n

eine Diagonalmatrix ist.

Definition 8.6 (Ähnlichkeitstransformation)
Zwei Matrizen A; B 2 K n×n heißen ähnlich, wenn es eine reguläre Matrix T 2 K n×n gibt, so
dass

B = T−1AT :

Wendet man also eine Basistransformation auf A an, so ist die entstandene Matrix ähnlich zu
A. Sind andersherum zwei Matrizen ähnlich, so gibt es eine Basistransformation, die die eine
in die andere überführt.

Sind V endlich-dimensional, B und B′ zwei geordnete Basen von V und ' : V ! V linear,
so sind B ' B und B0' B0 ähnlich. (Das sagt Satz 4.17.) Sind andersherum die Matrizen B ' B und
A ähnlich, so gibt es eine geordnete Basis B′, so dass B0' B0 = A. }

Fasst man die beiden letzten Definitionen zusammen, so erhält man: Eine Matrix ist genau
dann diagonalisierbar, wenn sie ähnlich zu einer Diagonalmatrix ist. Gelegentlich werden solche
Matrizen daher auch diagonalähnlich genannt.
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Definition und Satz 8.7 (charakteristisches Polynom)
Das durch

� A(t) = det( tI n � A)

definierte normierte Polynom � A 2 K [t] vom Grad n heißt das charakteristische Polynom
einer Matrix A 2 K n×n. Für ein � 2 K gilt dann

� A(� ) = 0 () �I n � A ist singulär ()

(A � �I n)v = 0 hat nicht-triviale Lösungen () � ist Eigenwert von A :

Daher sind die Eigenwerte von A genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

Hauptsatz 8.8 (Invarianz)

(a) Zwei ähnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom. Dies folgt sofort aus
der Rechnung

� B(t) = det( tI n � B ) = det
(
tT −1I nT � T−1AT

)
= det

(
T−1(tI n � A)T

)

= det( T−1) det( tI n � A) det T =
1

det T
� A(t) det T = � A(t)

aufgrund des Determinanten-Multiplikationssatzes 5.13.

(b) Wegen (a) kann man auch einer linearen Abbildung ' : V ! V mit einem n-dimensio-
nalen K -Vektorraum V ein charakteristisches Polynom zuordnen. Wir definieren

� ϕ(t) = � A(t)

mit einer Matrix A = B ' B 2 K n×n zu ' bezüglich einer beliebigen geordneten Basis B
von V . Das Ergebnis ist nach (a) unabhängig von der gewählten Basis.

Hauptsatz 8.9 (Diagonalisierbarkeit)
Eine Matrix A 2 K n×n ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis von K n aus
Eigenvektoren von A gibt. In diesem Fall stehen die Eigenwerte von A in der Diagonale der
Diagonalmatrix, und in der k-ten Spalte der Transformationsmatrix T steht ein Eigenvektor
von A zu dem Eigenwert, der an Position (k; k) in der Diagonalmatrix steht.

Dies kann man wie folgt einsehen: Sei A 2 K n×n diagonalisierbar, d. h. es existiert eine
Diagonalmatrix D = ( dik) und eine reguläre Matrix T = ( t ik) mit T D = AT . Multiplizieren
wir mit ek von rechts, so folgt

dkk




t1k
...

tnk



 = T dkkek = T Dek = AT ek = A




t1k
...

tnk



 :

Also ist (t1k; : : : ; tnk)T ein Eigenvektor von A zum Eigenwert dkk.

Definition und Satz 8.10 (Vielfachheiten)
Sei A 2 K n×n mit charakteristischem Polynom

� A(t) =
k∏

i=1

(t � � i)mi ;

wobei die Eigenwerte � 1; : : : ; � k paarweise verschieden seien.
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(a) Der Exponent mi heißt die algebraische Vielfachheit oder algebraische Multiplizität des
Eigenwerts � i. Aus Gradgründen gilt m1 + : : : + mk = n, also auch mi � n für alle i .

(b) Die Dimension
dim Eig(A; � i)

heißt die geometrische Vielfachheit oder geometrische Multiplizität des Eigenwerts � i.
Dies ist also die Anzahl der linear unabhängigen Eigenvektoren zu � i.

(c) Es gilt
1 � dim Eig(A; � i) � mi 8 i 2 f 1; : : : ; kg:

Insbesondere folgt dim Eig(A; � i) = 1 , falls mi = 1 .

Beispiel 8.11 (charakteristisches Polynom, Diagonalisierbarkeit)

(a) Wir betrachten erneut die Matrix

A =




� 5 7 8
� 4 6 6
� 1 1 2



 2 R3×3

aus Beispiel 8.3a. Für das charakteristische Polynom erhalten wir

� A(t) =

∣∣∣∣∣∣

t + 5 � 7 � 8
4 t � 6 � 6
1 � 1 t � 2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

t � 2 � 7 � 8
t � 2 t � 6 � 6

0 � 1 t � 2

∣∣∣∣∣∣
= ( t � 2)

∣∣∣∣∣∣

1 � 7 � 8
1 t � 6 � 6
0 � 1 t � 2

∣∣∣∣∣∣

= ( t � 2)

∣∣∣∣∣∣

1 � 7 � 8
0 t + 1 2
0 � 1 t � 2

∣∣∣∣∣∣
= ( t � 2)

∣∣∣∣
t + 1 2
� 1 t � 2

∣∣∣∣ = ( t � 2)
(
(t + 1)( t � 2) + 2

)

= ( t � 2)(t2 � t) = t(t � 1)(t � 2) :

A hat also die Eigenwerte 0, 1 und 2, und alle haben die algebraische Vielfachheit
1. Daher haben auch alle die geometrische Vielfachheit 1. Durch Lösen der linearen
Gleichungssysteme (A � 0I 3)v = 0 , (A � 1I 3)v = 0 und (A � 2I 3)v = 0 erhalten wir die
Eigenräume

Eig(A; 0) = LH
(
(3; 1; 1)T)

; Eig(A; 1) = LH
(
(1; 2; � 1)T)

; Eig(A; 2) = LH
(
(1; 1; 0)T)

:

Somit gibt es eine Basis aus Eigenvektoren, d. h. A ist diagonalisierbar. Eine mögliche
Transformationsmatrix ist also

T =




3 1 1
1 2 1
1 � 1 0



 =) T−1 =




1 � 1 � 1
1 � 1 � 2

� 3 4 5



 ;

und es gilt tatsächlich

T−1AT =




0 0 0
0 1 0
0 0 2



 :

Dass A diagonalisierbar ist und dass die Diagonalmatrix so ausschaut – unter Vernach-
lässigung der Reihenfolge – wissen wir aber schon, nachdem wir für die Eigenwerte 0,
1 und 2 herausbekommen haben. Jeder Eigenraum liefert uns einen Vektor und damit
insgesamt eine Basis des R3. Das Produkt T−1AT rechnet man also nur dann aus, wenn
man das Ergebnis überprüfen möchte.
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(b) Gegeben sei die Matrix

A =






� 1 3 3 3
2 0 1 � 2
1 � 1 � 2 � 1

� 3 3 3 5




 2 R4×4 :

Für das charakteristische Polynom ergibt sich

� A(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

t + 1 � 3 � 3 � 3
� 2 t � 1 2
� 1 1 t + 2 1
3 � 3 � 3 t � 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

t � 2 0 0 2� t
� 2 t � 1 2
� 1 1 t + 2 1
3 � 3 � 3 t � 5

∣∣∣∣∣∣∣∣

= ( t � 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 � 1
� 2 t � 1 2
� 1 1 t + 2 1
3 � 3 � 3 t � 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ( t � 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
� 2 t � 1 0
� 1 1 t + 2 0
3 � 3 � 3 t � 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

= ( t � 2)2
∣∣∣∣
t � 1
1 t + 2

∣∣∣∣ = ( t � 2)2(
t(t + 2) + 1

)
= ( t � 2)2(t + 1) 2 :

Die Eigenwerte von A sind also 2 und � 1, und beide haben die algebraische Vielfachheit
2. Für den Eigenraum von 2 erhalten wir





� 3 3 3 3
2 � 2 1 � 2
1 � 1 � 4 � 1

� 3 3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0



 �!





� 1 1 1 1
0 0 3 0
0 0 � 3 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0



 �!





� 1 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0



 ;

also
Eig(A; 2) = LH

(
(1; 1; 0; 0)T ; (1; 0; 0; 1)T)

;

d. h. die geometrische Vielfachheit von 2 ist 2. Eine ähnliche Rechnung zeigt, dass

Eig(A; � 1) = LH
(
(0; 1; � 1; 0)T)

;

d. h. dieser Eigenraum ist im Gegensatz zum ersten nur eindimensional, die geometrische
Vielfachheit von � 1 ist also nur 1. Insgesamt gibt es also nur drei linear unabhängige
Eigenvektoren von A, die offenbar keine Basis des R4 bilden, d. h. A ist nicht diagona-
lisierbar.

(c) Gegeben sei die Matrix

A =
(

0 � 1
1 0

)
2 R2×2 :

Man sieht leicht, dass das charakteristische Polynom � A(t) = t2 + 1 ist, das aber keine
reelle Nullstelle besitzt. A hat also keine reellen Eigenwerte und damit gar keinen reellen
Eigenvektor, also ist A nicht diagonalisierbar über R. Dass es keine reellen Eigenvektoren
gibt, ist nicht verwunderlich. Gilt nämlich Av = �v für � 2 R und v = ( v1; v2)T 2 R2,
so folgt

� kvk2
2 = v � �v = v � Av =

(
v1
v2

)
�
(

� v2
v1

)
= 0 :
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Also gilt � = 0 oder v = 0 , aber auch 0 ist kein Eigenwert.

Über C hat A sehr wohl zwei Eigenwerte, nämlich i und � i. Für die Eigenvektoren
müssen wir dann zwei lineare Gleichungssysteme über C lösen, also

(
� i � 1
1 � i

∣∣∣∣
0
0

)
�!

(
i 1
0 0

∣∣∣∣
0
0

)
und

(
i � 1
1 i

∣∣∣∣
0
0

)
�!

(
0 0
1 i

∣∣∣∣
0
0

)
:

Die Eigenräume sind Eig(A; i) = LH((i ; 1)T) und Eig(A; � i) = LH((1 ; i)T). Über C ist
die Matrix also sogar diagonalisierbar, und es gilt

T =
(

i 1
1 i

)
; T−1 =

1
2

(
� i 1
1 � i

)
; D = T−1AT =

(
i 0
0 � i

)
: }

Wir haben nun für jede Matrix A 2 K n×n zwei Polynome definiert: das Minimalpolynom � A
mit Grad � A � n2 als Erzeuger eines Hauptideals und das charakteristische Polynom � A mit
Grad � A = n als Determinante. Diese Definitionen haben also scheinbar nichts miteinander
zu tun, aber der Schein trügt:

Hauptsatz 8.12 (Cayley-Hamilton)
Sei A 2 K n×n mit charakteristischem Polynom � A und Minimalpolynom � A.

(a) Es gilt � A(A) = 0 2 K n×n. � A(A) bedeutet, dass A in das Polynom � A eingesetzt wird,
siehe den Einsetzhomomorphismus aus Satz 7.13.

(b) Daher liegt � A im Ideal aus Definition 7.14 und ist damit ein Vielfaches von � A. An-
dersherum geschrieben gilt also

� A j � A ;

d. h. insbesondere Grad � A � Grad � A = n. (Das Minimalpolynom teilt das charakteris-
tische Polynom.)

(c) Es gilt auch eine Art „Umkehrung“: Es gibt ein k 2 N, so dass

� A j (� A)k :

(Das charakteristische Polynom teilt eine Potenz des Minimalpolynoms.)

Beispiel 8.13 (Cayley-Hamilton)
Wir betrachten die Matrix

A =




3 � 1 � 1
1 1 � 1
1 � 1 1



 2 R3×3 :

Man berechnet analog zu den vorigen Beispielen

� A(t) = ( t � 1)(t � 2)2 :

Nun setzen wir einmal A ein und erhalten

� A(A) = ( A � I 3)(A � 2I 3)2 =




2 � 1 � 1
1 0 � 1
1 � 1 0








1 � 1 � 1
1 � 1 � 1
1 � 1 � 1





2

=




2 � 1 � 1
1 0 � 1
1 � 1 0








� 1 1 1
� 1 1 1
� 1 1 1



 =




0 0 0
0 0 0
0 0 0



 ;
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entsprechend Teil (a) von Cayley-Hamilton. Nach (b) kann das Minimalpolynom � A nur

1; t � 1; t � 2; (t � 1)(t � 2) ; (t � 2)2 ; (t � 1)(t � 2)2

sein. Da aber nach (c) � A eine Potenz von � A teilen muss, muss � A sowohl t � 1 als auch t � 2
enthalten. Also bleibt nur � A(t) = ( t � 1)(t � 2) oder � A(t) = ( t � 1)(t � 2)2 = � A(t). Wie
oben rechnet man leicht nach, dass bereits (A � I 3)(A � 2I 3) die Nullmatrix ist; damit gilt
� A(t) = ( t � 1)(t � 2). }

Falls eine Matrix nicht diagonalisierbar ist, kann man zumindest hoffen, dass man sie durch
eine Ähnlichkeitstransformation in eine Dreiecksmatrix überführen kann. Dass auch das nicht
immer funktioniert, hat uns bereits Beispiel 8.11c gezeigt. Über R hat diese Matrix keinen
einzigen Eigenwert, aber auch bei Dreiecksmatrizen sind die Diagonaleinträge die Eigenwerte.
Wir geben ähnlich wie bei diagonalisierbar eine exakte Definition von trigonalisierbar an und
formulieren danach einen abschließenden Satz.

Definition 8.14 (trigonalisierbar)

(a) Eine Matrix A 2 K n×n heißt trigonalisierbar , wenn es eine reguläre Matrix T 2 K n×n

gibt, so dass
T−1AT 2 K n×n

eine Dreiecksmatrix ist.

(b) Eine lineare Abbildung ' : V ! V mit einem n-dimensionalen K -Vektorraum V heißt
trigonalisierbar , wenn es eine geordnete Basis B von V gibt, so dass

B ' B 2 K n×n

eine Dreiecksmatrix ist.

Satz 8.15 (diagonalisierbar, trigonalisierbar)
Sei A 2 K n×n. (Für eine lineare Abbildung ' : V ! V gelten die analogen Aussagen.)

(a) Äquivalent sind:

� A ist diagonalisierbar.

� Es gibt eine reguläre Matrix T 2 K n×n, so dass T−1AT diagonal ist.

� Es gibt eine Basis von K n aus Eigenvektoren von A.

� Das charakteristische Polynom von A zerfällt in Linearfaktoren, und es gilt: Die
geometrische Vielfachheit ist gleich der algebraischen Vielfachheit für jeden Eigen-
wert von A.

� Das Minimalpolynom von A zerfällt in paarweise verschiedene Linearfaktoren.

(b) Äquivalent sind:

� A ist trigonalisierbar.

� Es gibt eine reguläre Matrix T 2 K n×n, so dass T−1AT Dreiecksgestalt besitzt.

� Das charakteristische Polynom von A zerfällt in Linearfaktoren.
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(c) Da C algebraisch abgeschlossen ist, zerfällt jedes Polynom in Linearfaktoren, so auch
das charakteristische Polynom jeder Matrix. Damit kann jede Matrix zumindest über C
auf Dreiecksgestalt transformiert werden – vgl. nochmals Beispiel 8.11c.

(Das ist so allgemein nicht ganz richtig, wenn man irgendeinen Körper K vor sich hat.
Korrekterweise müsste man zum sogenannten algebraischen Abschluss von K übergehen;
für K = Q oder K = R funktioniert dies dann mit C. Um beispielsweise eine Matrix,
die über F2 nicht trigonalisierbar ist, auf Dreiecksgestalt zu bringen, muss man sich
Gedanken über den algebraischen Abschluss von F2 machen, wofür man mehr Theorie
braucht, als wir hier diskutieren wollen.) }

Eine Diagonalgestalt ist eindeutig bis auf die Reihe der Diagonaleinträge, bei einer Dreiecks-
gestalt gibt es weit mehr Möglichkeiten. Zur weiteren Klassifikation gibt es die sogenannte
Jordan-Normalform, die auch für nicht algebraisch abgeschlossene Körper (sogar für jeden)
möglich ist und dann im Allgemeinen natürlich keine Dreiecksgestalt mehr besitzt. Eine An-
wendung davon (über C) ist z. B. die folgende:

Beispiel 8.16 (Matrixpotenz)
Gegeben sei die Matrix

A =
(

� 8 9
� 4 4

)
2 R2×2 ;

und es soll A2009 berechnet werden. Wir rechnen schnell aus, dass � A(t) = ( t + 2) 2, die
Matrix ist also über R trigonalisierbar (über C erst recht). Der Eigenraum Eig(A; � 2) =
LH((3 ; 2)T) ist aber nur eindimensional, d. h. A ist nicht diagonalisierbar. Die Theorie der
Jordan-Normalform sagt nun: Setze ~A = A � �I 2 = A + 2 I 2, wähle einen Vektor v1 2 Kern ~A2

beliebig und setze dann v2 = ~Av1. ~A2 ist aber die Nullmatrix nach Cayley-Hamilton. Wir
setzen und rechnen also

v1 =
(

1
0

)
; v2 = ~Av1 =

(
� 6 9
� 4 6

) (
1
0

)
=

(
� 6
� 4

)
:

Weiter sagt die Theorie, dass dann T = ( v1; v2) 2 R2×2 regulär ist und die Matrix A auf
Dreiecksgestalt transformiert. Wir rechnen weiter

J = T−1AT =
(

1 � 6
0 � 4

)−1 (
� 8 9
� 4 4

) (
1 � 6
0 � 4

)
=

1
� 4

(
� 4 6
0 1

) (
� 8 12
� 4 8

)
=

(
� 2 0
1 � 2

)
:

Alle vier Einträge sind wie gewünscht: die Eigenwerte auf der Diagonalen, rechts oben eine 0,
und links unten sogar eine 1. Weiter folgt

A2009 = ( T JT −1)2009 = ( T JT −1)2009T T−1 = T(JT −1T)2009T−1 = T J 2009T−1 :

Nun schreiben wir J = D + N , wobei D den Diagonalanteil und N den Nichtdiagonalanteil
von J enthält. Einsetzen ergibt zunächst stur A2009 = T(D + N )2009T−1. Auf die Potenz der
Summe wenden wir die binomische Formel an. Achtung: Das ist nur möglich, weil DN = ND
gilt! Ferner sehen wir, dass N k = 0 ist, falls k � 2. Also folgt schließlich

A2009 = T
1∑

k=0

(
2009

k

)
D 2009−kN kT−1 = T

(
D 2009 + 2009D 2008N

)
T−1
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= T
((

(� 2)2009 0
0 (� 2)2009

)
+ 2009

(
(� 2)2008 0

0 (� 2)2008

) (
0 0
1 0

))
T−1

= 2 2008 T
(

� 2 0
2009 � 2

)
T−1 = � 22006

(
1 � 6
0 � 4

) (
� 2 0

2009 � 2

) (
� 4 6
0 1

)

= 2 2008
(

� 1 6
0 4

) (
2 � 3

� 2009 3013

)
= 2 2008

(
� 12056 18081
� 8036 12052

)
:

Die Rechnung vereinfacht sich drastisch, wenn die Matrix diagonalisierbar ist.

Satz 8.17
Sei A 2 K n×n trigonalisierbar mit Eigenwerten � 1; : : : ; � n 2 K . Dann gilt

det A =
n∏

k=1

� k und SpurA =
n∑

k=1

� k ;

weil die Determinante, die Spur und das charakteristische Polynom invariant unter Basistrans-
formationen sind. Ferner gilt

� A(t) = tn � (Spur A)tn−1 + : : : + ( � 1)n det A : }

Zum Schluss überlegen wir uns noch, welche Polynome aus K [t] als charakteristisches Polynom
bzw. Minimalpolynom auftreten können. Die vielleicht überraschende Antwort ist „alle“, und
man kann sogar eine Matrix explizit hinschreiben:

Definition und Satz 8.18 (Frobenius-Begleitmatrix)
Seien K irgendein Körper, n 2 N und p = tn +

∑n−1
k=0 cktk 2 K [t] ein beliebiges normiertes

Polynom n-ten Grades mit Koeffizienten c0; : : : ; cn−1 2 K .

(a) Die Matrix

Fp =





0 � c0

1
. . . ...
. . . 0

...
1 � cn−1




2 K n×n

heißt die Frobenius-Begleitmatrix zum Polynom p.

(b) Es gilt
� Fp = p und � Fp = p :
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9 Spezielle Matrizen

Definition 9.1 (Projektion)
Eine Matrix P 2 K n×n mit P2 = P heißt eine Projektion. }

Aus dieser Definition folgt bereits erstaunlich viel. Ist z. B. P invertierbar, so folgt nach Mul-
tipliktion mit P−1 sofort P = I . Dies und vieles andere halten wir in einem Satz fest:

Satz 9.2 (Projektionen)
Sei P 2 K n×n eine Projektion.

(a) Ist P invertierbar, so ist P die Einheitsmatrix.

(b) Wegen P2 � P = 0 muss das Minimalpolynom � P ein Teiler von t2 � t = t(t � 1) sein.
Es gibt also nur die drei Fälle

� P (t) = t ; � P (t) = t � 1; � P (t) = t(t � 1) :

Im ersten Fall ist P die Nullmatrix, im zweiten die Einheitsmatrix und im dritten keine
von beiden.

(c) Aus (b) folgt mit Satz 8.15a, dass jede Projektion diagonalisierbar ist.

(d) Da das charakteristische Polynom dieselben Linearfaktoren wie das Minimalpolynom
hat, gilt

� P (t) = tn−r(t � 1)r für ein r 2 f 0; : : : ; ng:

r = 0 entspricht der Nullmatrix, r = n der Einheitsmatrix. Wegen der Diagonalisierbar-
keit gilt

dim Eig(P;0) = dim Kern P = Def P = n � r ;

dim Eig(P;1) = dim Bild P = Rang P = r :

(e) Für beliebiges v 2 K n sei

v = u + w mit u = Pv ; w = v � Pv :

Dann gilt

Pu = P(Pv) = P2v = Pv = u = 1u ;

Pw = P(v � Pv) = Pv � P2v = Pv � Pv = 0 = 0 w ;

d. h. u 2 Eig(P;1) und w 2 Eig(P;0).

Beispiel 9.3 (Projektion)
Wir betrachten

P =




� 1 3 � 1
� 2 4 � 1
� 4 6 � 1



 2 R3×3 :

Wir rechnen nach, dass tatsächlich P2 = P gilt, d. h. P ist eine Projektion. Wir wissen
daher, dass P nur die Eigenwerte 0 und 1 haben kann, und da P weder die Null- noch die
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Einheitsmatrix ist, kommen auch wirklich beide vor. Wir wissen also bereits jetzt, dass � P (t) =
t(t � 1) gilt. Für das charakteristische Polynom kommen also nur t2(t � 1) und t(t � 1)2 in
Frage. Dazu rechnen wir den Kern von P aus und erhalten




� 1 3 � 1
� 2 4 � 1
� 4 6 � 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0



 �!




� 1 3 � 1
0 � 2 1
0 � 6 3

∣∣∣∣∣∣

0
0
0



 �!




1 � 1 0
0 � 2 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0



 :

Also gilt Kern P = Eig( P;0) = LH((1 ; 1; 2)T) mit Dimension 1 und daher � P (t) = t(t � 1)2

und dim Eig(P;1) = 2 . Für das Gleichungssystem (P � I 3)v = 0 folgt



� 2 3 � 1
� 2 3 � 1
� 4 6 � 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0



 �!




� 2 3 � 1
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0



 ;

also Eig(P;1) = LH((3 ; 2; 0)T ; (0; 1; 3)T). Die Matrix

T =




3 0 1
2 1 1
0 3 2





transformiert also P auf die Diagonalmatrix

D = T−1PT =




1 0 0
0 1 0
0 0 0



 : }

Im Folgenden wollen wir den K n wieder mit einem Skalarprodukt versehen. Dazu verlangen
wir, genau wie in Abschnitt 6, K = R oder K = C. Wenn nichts anderes gesagt wird, ver-
wenden wir das Standardskalarprodukt v � w =

∑n
k=1 vkwk auf Rn bzw. v � w =

∑n
k=1 �vkwk

auf Cn mit zugehöriger Euklid-Norm.

Definition 9.4 (hermitesch, unitär, . . . )

(a) Eine Matrix A 2 Rn×n heißt symmetrisch, wenn AT = A.

(b) Eine Matrix A 2 Cn×n heißt hermitesch, wenn A∗ = A.

(c) Eine Matrix A 2 Rn×n heißt schiefsymmetrisch, wenn AT = � A.

(d) Eine Matrix A 2 Cn×n heißt schiefhermitesch, wenn A∗ = � A.

(e) Eine Matrix A 2 Rn×n heißt orthogonal , wenn AT = A−1 oder äquivalent AA T =
ATA = I n.

(f) Eine Matrix A 2 Cn×n heißt unitär , wenn A∗ = A−1 oder äquivalent AA ∗ = A∗A = I n.

(g) Eine Matrix A 2 K n×n heißt normal , wenn AA T = ATA bzw. AA ∗ = A∗A.

Satz 9.5 (Eigenwerte)

(a) Ist v 2 Cn ein Eigenvektor einer normalen Matrix A 2 Cn×n zum Eigenwert � 2 C, so
ist v ein Eigenvektor von A∗ zum Eigenwert �� .
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(b) Zwei Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer normalen Matrix sind zueinan-
der orthogonal.

(c) Die Eigenwerte einer symmetrischen bzw. hermiteschen Matrix liegen auf der reellen
Achse.

(d) Die Eigenwerte einer schiefsymmetrischen bzw. schiefhermiteschen Matrix liegen auf der
imaginären Achse.

(e) Die Eigenwerte einer orthogonalen bzw. unitären Matrix liegen auf der Einheitskreislinie.

Satz 9.6 (Diagonalisierbarkeit)

(a) Jede symmetrische, hermitesche, schiefsymmetrische, schiefhermitesche, orthogonale
oder unitäre Matrix ist normal.

(b) Jede normale Matrix über C ist diagonalisierbar. Damit sind auch alle hermiteschen,
schiefhermiteschen und unitären Matrizen diagonalisierbar.

(c) Jede symmetrische Matrix ist diagonalisierbar. Schiefsymmetrische und orthogonale Ma-
trizen müssen über R nicht diagonalisierbar sein!

Hauptsatz 9.7 (Spektralsatz)
Ist A 2 Cn×n normal, so ist A nach Satz 9.6b diagonalisierbar. Nach Satz 9.5b stehen die
Eigenräume orthogonal aufeinander, d. h. es gibt sogar eine ONB des Cn aus Eigenvektoren
von A. Wegen die Charakterisierung aus Satz 9.11a kann damit die Basiswechselmatrix sogar
unitär gewählt werden, d. h. es gibt eine unitäre Matrix U 2 Cn×n, so dass

D = U∗AU

diagonal ist. Man sagt, normale Matrizen sind unitär diagonalisierbar . Ist dagegen A 2 Rn×n

symmetrisch, so gilt dieselbe Aussage für eine orthogonale Basiswechselmatrix.

Satz 9.8
Ist A 2 K n×n normal, so gilt

Bild A = (Kern A)⊥ bzw. Kern A = (Bild A)⊥ :

Beispiel 9.9 (normale Matrizen)

(a) Wir betrachten die Matrix

A =




1 2 0
0 1 2
2 0 1



 2 C3×3 :

Wegen

A∗A =




5 2 2
2 5 2
2 2 5



 = AA ∗
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ist A normal, aber offenbar weder hermitesch, schiefhermitesch oder unitär. Für das
charakteristische Polynom von A erhalten wir

� A(t) = ( t � 3)(t2 + 3) :

Man sieht, dass A über R nicht einmal trigonalisierbar ist, weil � A als Polynom in R[t ]
nicht in Linearfaktoren zerfällt. Über C hingegen hat A die drei Eigenwerte 3,

p
3 i und

�
p

3 i. Für die drei Eigenräume müssen drei komplexe lineare Gleichungssysteme gelöst
werden. Mit � = ( � 1 +

p
3 i)=2 ergibt sich

Eig(A; 3) = LH
(
(1; 1; 1)T)

;

Eig(A;
p

3 i) = LH
(
(�; ��; 1)T)

;

Eig(A; �
p

3 i) = LH
(
( ��; �; 1)T)

:

Die Eigenräume stehen tatsächlich orthogonal aufeinander; beispielsweise ist



�
��
1



 �




��
�
1



 = �� �� + �� + 1 =
1 � 2

p
3 i � 3

4
+

1 + 2
p

3 i � 3
4

+ 1 = 0 :

Wegen j� j = 1 haben alle drei Vektoren die Norm
p

3, d. h. die Basiswechselmatrix

U =
1

p
3




1 � ��
1 �� �
1 1 1





ist unitär, und es gilt

D = U∗AU =




3 0 0
0

p
3 i 0

0 0 �
p

3 i



 :

(b) Wir betrachten die symmetrische Matrix

A =





0 � 1 1 1
� 1 0 � 1 � 1
1 � 1 2 � 1
1 � 1 � 1 2



 2 R4×4 :

Für das charakteristische Polynom erhalten wir

� A(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

t 1 � 1 � 1
1 t 1 1

� 1 1 t � 2 1
� 1 1 1 t � 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

t 1 � 1 0
1 t 1 0

� 1 1 t � 2 3� t
� 1 1 1 t � 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ( t � 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣

t 1 � 1 0
1 t 1 0

� 1 1 t � 2 � 1
� 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

= ( t � 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣

t 1 � 1 0
1 t 1 0

� 2 2 t � 1 0
� 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ( t � 3)

∣∣∣∣∣∣

t 1 � 1
1 t 1

� 2 2 t � 1

∣∣∣∣∣∣
= ( t � 3)

∣∣∣∣∣∣

t + 1 1 � 1
1 + t t 1

0 2 t � 1

∣∣∣∣∣∣
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= ( t � 3)(t + 1)

∣∣∣∣∣∣

1 1 � 1
1 t 1
0 2 t � 1

∣∣∣∣∣∣
= ( t � 3)(t + 1)

∣∣∣∣∣∣

1 1 � 1
0 t � 1 2
0 2 t � 1

∣∣∣∣∣∣

= ( t � 3)(t + 1)
∣∣∣∣
t � 1 2

2 t � 1

∣∣∣∣ = ( t � 3)(t + 1)
(
(t � 1)2 � 4

)
= ( t + 1) 2(t � 3)2 :

Für die Eigenräume ergibt sich

Eig(A; � 1) = LH
(
(1; 1; 0; 0)T ; (0; 2; 1; 1)T)

;

Eig(A; 3) = LH
(
(0; 0; 1; � 1)T; (1; � 1; 2; 0)T)

:

Wir stellen erneut fest, dass jeder Vektor des einen Eigenraums orthogonal auf jedem des
anderen steht. Wir wenden auf jeden Eigenraum getrennt das Gram-Schmidt-Verfahren
an, um insgesamt eine ONB des R4 zu erzeugen. Wir erhalten

u1 =
1

p
2





1
1
0
0



 ; ~u2 =





0
2
1
1



 � u1 �





0
2
1
1



 u1 =





� 1
1
1
1



 ; u2 =
1
2





� 1
1
1
1



 ;

u3 =
1

p
2





0
0
1

� 1



 ; ~u4 =





1
� 1
2
0



 � u3 �





1
� 1
2
0



 u3 =





1
� 1
1
1



 ; u4 =
1
2





1
� 1
1
1



 :

Damit ist die Matrix T = ( u1; u2; u3; u4) 2 R4×4 orthogonal und diagonalisiert A. }

Im Folgenden betrachten wir genauer die symmetrischen bzw. hermiteschen sowie die ortho-
gonalen bzw. unitären Matrizen.

Satz 9.10 (Eigenschaften symmetrischer Matrizen)

(a) Die Diagonaleinträge einer schiefsymmetrischen Matrix sind 0, einer hermiteschen Ma-
trix reell und einer schiefhermiteschen Matrix rein imaginär.

(b) Jede Linearkombination symmetrischer bzw. schiefsymmetrischer Matrizen ist wieder
symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch. Die Menge der symmetrischen bzw. schiefsymme-
trischen n � n-Matrizen ist also ein Unterraum von Rn×n mit Dimension n(n + 1) =2
bzw. n(n � 1)=2.

(c) JedeR-Linearkombination hermitescher bzw. schiefhermitescher Matrizen ist wieder her-
mitesch bzw. schiefhermitesch. Das i-fache einer hermiteschen bzw. schiefhermiteschen
Matrix ist schiefhermitesch bzw. hermitesch.

(d) Die einzige Matrix, die zugleich symmetrisch und schiefsymmetrisch bzw. zugleich her-
mitesch und schiefhermitesch ist, ist die Nullmatrix.

(e) Jede Matrix kann eindeutig als Summe einer symmetrischen und einer schiefsymmetri-
schen bzw. einer hermiteschen und einer schiefhermiteschen Matrix geschrieben werden,
und zwar

A =
A + A∗

2
+

A � A∗

2
:
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(f) Das Produkt zweier symmetrischer, schiefsymmetrischer, hermitescher bzw. schiefher-
mitescher Matrizen muss nicht wieder diese Eigenschaft besitzen!

Satz 9.11 (Eigenschaften orthogonaler Matrizen)

(a) Eine Matrix ist genau dann orthogonal bzw. unitär, wenn ihre Spalten eine ONB bilden.

(b) Eine Matrix ist genau dann orthogonal bzw. unitär, wenn ihre Zeilen eine ONB bilden.

(c) Eine Matrix A 2 K n×n ist genau dann orthogonal bzw. unitär, wenn

Av � Aw = v � w 8 v; w 2 K n ;

d. h. A erhält Längen und Winkel.

(d) Ist A 2 K n×n orthogonal bzw. unitär, so gilt j det Aj = 1 .

(e) Die Menge der invertierbaren Matrizen über (einem hier sogar beliebigen Körper) K
wird üblicherweise mit

GL(n; K ) =
{

A 2 K n×n ∣∣ det A 6= 0
}

bezeichnet und ist eine Gruppe bezüglich der Matrizenmultiplikation mit neutralem
Element I n.

(f) Produkte und Inversen orthogonaler bzw. unitärer Matrizen sind wieder orthogonal bzw.
unitär. Insbesondere ist die Einheitsmatrix orthogonal und unitär. Daher sind

O(n) =
{

A 2 Rn×n ∣∣ AT = A−1}
bzw. U(n) =

{
A 2 Cn×n ∣∣ A∗ = A−1}

Gruppen, und zwar Untergruppen der GL(n;R) bzw. GL(n;C).

(g) Ferner definieren wir noch die Gruppen

SL(n; K ) =
{

A 2 GL(n; K )
∣∣ det A = 1

}
;

SO(n) =
{

A 2 O(n)
∣∣ det A = 1

}
;

SU(n) =
{

A 2 U(n)
∣∣ det A = 1

}
:

Definition 9.12 (Orthogonalprojektion, Spiegelung, Drehung)

(a) Eine symmetrische bzw. hermitesche Projektion P 2 K n×n, d. h. P = P2 = P∗, heißt
eine Orthogonalprojektion.

(b) Eine Matrix S 2 K n×n besitze zwei der drei Eigenschaften

� S2 = I n;
� S ist symmetrisch bzw. hermitesch;
� S ist orthogonal bzw. unitär.

Dann gilt auch die dritte Eigenschaft, und S heißt eine Spiegelung .

(c) Eine Matrix R 2 SO(2) heißt eine Drehung (in der Ebene). Eine Matrix R 2 SO(3) heißt
eine Drehung (im Raum).
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Satz 9.13 (Orthogonalprojektionen)
Sei P 2 K n×n eine Orthogonalprojektion.

(a) Mit den Bezeichnungen u und w aus Satz 9.2e gilt

u � w = ( Pv)∗(v � Pv) = v∗P∗v � v∗P∗Pv = 0 ;

d. h. die Verbindung von v zum Bildvektor Pv steht orthogonal auf dem Bildvektor Pv
(daher der Name Orthogonalprojektion).

(b) Aus (a) folgt der Satz des Pythagoras

kvk2 = kuk2 + kwk2 :

(c) Ist f b1; : : : ; bng eine ONB von K n, so dass f b1; : : : ; brg eine ONB von Bild P ist, so gilt
n∑

k=1

� kbk
P7��!

r∑

k=1

� kbk ;

d. h. P schneidet die Fourierreihe nach br ab. Anders formuliert gilt für jeden Vektor
v 2 K n

Pv =
r∑

k=1

(bk � v)bk : (� )

Dies ist ebenfalls nichts anderes als die nach r abgebrochene Fourierreihe
∑n

k=1(bk � v)bk
von v.

(d) Ist andersherum f b1; : : : ; brg eine ONB eines Unterraums U von K n, so ist die durch (� )
definierte Abbildung P : V ! V linear und eine Orthogonalprojektion mit Bild P = U.
Man sagt, dass P auf U projiziert. Pv heißt die Bestapproximation von v in U; es gilt
nämlich

kPv � vk < ku � vk 8 u 2 U n f Pvg:

Satz 9.14 (Spiegelungen)
Sei S 2 K n×n eine Spiegelung.

(a) Direkt aus der Definition folgt
S = S∗ = S−1 :

(b) Wegen S2 � I n = 0 muss � S ein Teiler von t2 � 1 = ( t � 1)(t + 1) sein. S hat also
höchstens die Eigenwerte 1 und � 1. Es gibt also nur die drei Fälle

� S(t) = t � 1; � S(t) = t + 1 ; � S(t) = ( t � 1)(t + 1) :

Im ersten Fall ist S die Einheitsmatrix, im zweiten � I n und im dritten keine von beiden.

(c) Ist f b1; : : : ; bng eine ONB von K n, so dass f b1; : : : ; brg eine ONB von Eig(P;1) ist, so
gilt

r∑

k=1

� kbk +
n∑

k=r+1

� kbk
S7��!

r∑

k=1

� kbk �
n∑

k=r+1

� kbk :

Anders formuliert gilt für jeden Vektor v 2 K n

Sv =
r∑

k=1

(bk � v)bk �
n∑

k=r+1

(bk � v)bk : (� )
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(d) Ist andersherum f b1; : : : ; bng eine ONB des K n, so ist die durch (� ) definierte Abbildung
S: V ! V für jedes r 2 f 0; : : : ; ng linear und eine Spiegelung. Man sagt, dass S an
LH( b1; : : : ; br) spiegelt.

Satz 9.15 (Drehungen)

(a) Zu jeder Drehung R 2 SO(2) gibt es genau einen Winkel � 2 ]� �; � ], so dass

R =
(

cos� � sin �
sin � cos�

)
:

� ist dann der Drehwinkel von A. Ist nämlich v 2 R2 n f 0g, so gilt

∢(Rv; v) = j� j :

(b) Für �; � 2 R gilt
(

cos� � sin �
sin � cos�

) (
cos� � sin �
sin � cos�

)
=

(
cos(� + � ) � sin(� + � )
sin(� + � ) cos(� + � )

)

aufgrund der Additionstheoreme des Cosinus und Sinus, d. h. der Multiplikation zweier
Matrizen aus SO(2) entspricht die Addition der Drehwinkel. Damit ist die Gruppe SO(2)
abelsch.

(c) Für � 2 R sind die Matrizen



1 0 0
0 cos� � sin �
0 sin� cos�



 ;




cos� 0 sin�

0 1 0
� sin � 0 cos�



 ;




cos� � sin � 0
sin � cos� 0

0 0 1





aus SO(3) und beschreiben die Drehung um die x-, y- und z-Achse.

(d) Sei R 2 SO(3) nicht die Einheitsmatrix. Dann hat R den Eigenwert 1 mit Vielfachheit
1, d. h. der Eigenraum

Eig(R; 1)

hat Dimension 1; er ist die Drehachse von R.

(e) Jedes R 2 SO(3) kann durch Basistransformation in jede Gestalt aus (c) überführt
werden, und da die Spur invariant ist, gilt für den Drehwinkel � von R

SpurR = 1 + 2 cos � :

Beispiel 9.16 (Orthogonalprojektionen, Spiegelungen, Drehungen)

(a) Gegeben sei die Matrix

A =
1
9




4 � 4 � 2

� 4 4 2
� 2 2 1



 2 R3×3 :
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A ist symmetrisch mit A2 = A, d. h. eine Orthogonalprojektion. Wir wählen beliebig
v = (1 ; 1; 1)T 2 R3; mit den Bezeichnungen aus Satz 9.2e gilt dann tatsächlich

u = Av =




� 2=9
2=9
1=9



 2 R3 ; w = v � u =




11=9
7=9
8=9



 mit u � w = 0 :

f (2; 1; 2)T=3; (1; 2; � 2)T=3g ist eine ONB von Eig(A; 0) und f (� 2; 2; 1)T=3g eine ONB
von Eig(A; 1). Zusammen entsteht eine orthogonale Basiswechselmatrix, die A auf Dia-
gonalgestalt transformiert.

(b) Seien
V =

{
f 2 C

(
[� �; � ];R) ∣∣ f (� � ) = f (� )

}

der R-Vektorraum der stetigen, 2� -periodisch fortsetzbaren Funktionen auf [� �; � ], ver-
sehen mit dem L 2-Skalarprodukt

hf; g i =
∫ π

−π
f (x)g(x) dx 8 f; g 2 V ;

sowie
u0(x) =

1
p

2�
; uk(x) =

1
p

�
cos(kx) ; vk(x) =

1
p

�
sin(kx)

für alle k 2 N. Für jedes n 2 N sind dann f u0; u1; : : : ; un; v1; : : : ; vng ein ONS von V ,

Un = LH( u0; u1; : : : ; un; v1; : : : ; vn)

ein Unterraum von V mit Dimension 2n + 1 und Pn : V ! V mit

f Pn7���! h u0; f i u0 +
n∑

k=1

(
huk; f i uk + hvk; f i vk

)

eine Orthogonalprojektion mit Bild Pn = Un. Pn(f ) ist die klassische Fourierreihe von f ,
abgebrochen nach der n-fachen Frequenz. Die Folge (Pn(f ))n konvergiert unter schwa-
chen Zusatzvoraussetzungen gleichmäßig gegen die Funktion f .

(c) Gegeben sei die Matrix

A =
1
9




7 � 4 4

� 4 1 8
4 8 1



 2 R3×3 :

A ist symmetrisch mit A2 = I 3, d. h. eine Spiegelung. Die Eigenräume rechnet man
genauso aus wie bei (a).

(d) Sei

A =
1
3




2 1 � 2
1 2 2
2 � 2 1



 2 R3×3

die Basiswechselmatrix aus (a). Explizites Nachrechnen der Beziehung AA T = I 3 zeigt,
dass A orthogonal ist. Ferner gilt det A = 1 , also A 2 SO(3). Für die Drehachse erhal-
ten wir Eig(A; 1) = LH((1 ; 1; 0)T), und aus 1 + 2 cos� = Spur A = 5=3 folgt für den
Drehwinkel � = arccos(1=3) � 1;231 �̂ 70;5◦.
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10 Analytische Geometrie

Ein paar Begriffe definieren wir zunächst allgemein im Rn. Im gesamten Abschnitt bezeichne
� das Standardskalarprodukt und k � k die Euklid-Norm.

Definition 10.1 (affiner Raum)
Eine Teilmenge M � Rn heißt ein affiner Raum, falls

M = a + U = f a + u j u 2 Ug

mit einem Vektor a 2 Rn und einem Unterraum U des Rn. M ist also ein um a verschobe-
ner Unterraum U. Wir ordnen dem affinen Raum dann mit dim M = dim U ebenfalls eine
Dimension zu.

Definition 10.2 (Gerade)
Seien a; v 2 Rn mit v 6= 0 . Dann heißt die Punktmenge

g = f a + sv j s 2 Rg

eine Gerade g im Rn. Wir nennen die Darstellung

g: x = a + sv ; s 2 R
eine Parameterform von g mit Ortsvektor a, Richtungsvektor v und Parameter s. Anders
geschrieben gilt g = a + LH( v), d. h. g ist ein affiner Raum mit Dimension 1.

Definition 10.3 (Hyperebene)
Seien a; � 2 Rn mit � 6= 0 . Dann heißt die Punktmenge

E =
{

x 2 Rn ∣∣ (x � a) � � = 0
}

eine Hyperebene E im Rn. Wir nennen die Darstellung

E : (x � a) � � = 0

eine Normalenform von E mit Stützvektor a und Normalenvektor � . Anders geschrieben gilt
E = a+ f � g⊥, d. h. E ist ein affiner Raum mit Dimension n� 1. Ist � normiert, gilt also k� k = 1 ,
so heißt � ein Normaleneinheitsvektor und die Darstellung Hessesche Normalenform.

Definition und Satz 10.4 (zwei Geraden)
Seien g: x = a + sv und h : x = b + tw zwei Geraden im Rn. Dann liegt genau einer der
folgenden vier Fälle vor:

� f v; wg linear abhängig und g \ h 6= ; : Dann ist bereits g = h, d. h. die Geraden sind
identisch.

� f v; wg linear abhängig und g \ h = ; : Die Geraden sind parallel .

� f v; wg linear unabhängig und g \ h 6= ; : Dann besteht g \ h aus genau einem Punkt,
nämlich dem Schnittpunkt der beiden Geraden.

� f v; wg linear unabhängig und g \ h = ; : Die Geraden sind windschief . Dieser Fall kann
nur für n � 3, also nicht im R2 auftreten.
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Definition und Satz 10.5 (zwei Hyperebenen)
Seien E : (x � a) � � = 0 und F : (x � b) � %= 0 zwei Hyperebenen im Rn. Dann liegt genau
einer der folgenden drei Fälle vor:

� f �; %g linear abhängig und E \ F 6= ; : Dann ist bereits E = F , d. h. die Hyperebenen
sind identisch.

� f �; %g linear abhängig und E \ F = ; : Die Hyperebenen sind parallel .

� f �; %g linear unabhängig und E \ F 6= ; : Dann ist E \ F ein affiner Raum mit Dimension
n � 2.

Satz 10.6

(a) Seien f � 1; : : : ; � n−1g � Rn linear unabhängig und a1; : : : ; an−1 2 Rn beliebig. Sind dann
Ek : (x � ak) � � k = 0 die zugehörigen Hyperebenen, so ist der Schnitt E1 \ � � � \ En−1
eine Gerade g, und als Richtungsvektor kann jedes v 2 f � 1; : : : ; � n−1g⊥ n f 0g dienen. Es
gilt also

g: (x � a1) � � 1 = : : : = ( x � an−1) � � n−1 = 0 :

(b) Seien f v1; : : : ; vn−1g � Rn linear unabhängig und a 2 Rn beliebig. Sind dann gk : x =
a + skvk die zugehörigen Geraden, so ist

E : x = a + s1v1 + : : : + sn−1vn−1

eine Hyperebene. Diese Darstellung heißt die Parameterform mit Ortsvektor a und
Spannvektoren v1; : : : ; vn−1. Als Normalenvektor kann jedes � 2 f v1; : : : ; vn−1g⊥ n f 0g
dienen. }

Im Folgenden rechnen wir nur noch im R3. Die Hyperebenen nennen wir dann Ebenen, die
Parameterform einer Ebenen hat zwei Spannvektoren, und die eventuelle Schnittmenge zweier
Ebenen ist eine Schnittgerade.

Beispiel 10.7 (Geraden und Ebenen)
Gegeben seien die Gerade und Ebenen

g1 : x =




3
1

� 2



 + s




1

� 2
0



 ; E1 :

(

x �




2
4

� 1




)

�




2
1

� 1



 = 0 ;

E2 : x =




1
1
2



 + s




1

� 1
1



 + t




1
0
2



 ; E3 :

(

x �




0
2

� 2




)

�




1
1
2



 = 0 :

� Wegen (1; � 2; 0)T � (2; 1; � 1)T = 0 steht der Richtungsvektor von g1 senkrecht auf dem
Normalenvektor von E1. Dies bedeutet, dass g1 entweder parallel zu E1 verläuft (und
keinen gemeinsamen Punkt mit E1 besitzt) oder in E1 liegt (und daher g1 � E1 gilt).
Einsetzen des Ortsvektors von g1 in E1 ergibt eine wahre Aussage; damit liegt die Gerade
g1 in der Ebenen E1.
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� Um g1 \ E2 auszurechnen, lösen wir das lineare Gleichungssystem



3
1

� 2



 + r




1

� 2
0



 =




1
1
2



 + s




1

� 1
1



 + t




1
0
2



 :

(Parameter vorher umbenennen!) In Kurzschreibweise erhalten wir



1 � 1 � 1

� 2 1 0
0 � 1 � 2

∣∣∣∣∣∣

� 2
0
4



 �!




1 � 1 � 1
0 � 1 � 2
0 � 1 � 2

∣∣∣∣∣∣

� 2
� 4
4



 ;

d. h. es gibt keine Lösung, da die zweite und dritte Zeile einander widersprechen. Die
Gerade g1 liegt damit parallel zu E2.

� Um g1 \ E3 zu berechnen, setzen wir g1 in E3 ein und erhalten

0 =

(


3
1

� 2



 + s




1

� 2
0



 �




0
2

� 2




)

�




1
1
2



 = 2 � s :

Diese Gleichung hat als einzige Lösung s = 2 , und eingesetzt in g1 folgt für den Schnitt-
punkt

xS =




3
1

� 2



 + 2




1

� 2
0



 =




5

� 3
� 2



 :

� Wegen (2; 1; � 1)T � (1; � 1; 1)T = (2 ; 1; � 1)T � (1; 0; 2)T = 0 steht der Normalenvektor von
E1 senkrecht auf beiden Spannvektoren von E2. Das bedeutet, dass E1 und E2 entweder
identisch oder parallel sind. Einsetzen des Ortsvektors (1; 1; 2)T von E2 in E1 ergibt
(� 1; � 3; 3)T � (2; 1; � 1)T = � 8 = 0, also eine falsche Aussage. Die beiden Ebenen sind
daher parallel.

� Die beiden Normalenvektoren der Ebenen E1 und E3 sind linear unabhängig; daraus
folgt sofort, dass sie sich in einer Geraden schneiden. Um die Schnittgerade auszurechnen,
wandeln wir eine Ebene (z. B. E1) in eine Parameterform um. Dazu konstruieren wir zwei
linear unabhängige Vektoren, die senkrecht auf dem Normalenvektor � = (2 ; 1; � 1)T

stehen. Mathematischer ausgedrückt ist das eine Basis von f � g⊥. Zum Beispiel gilt

E1 : x =




2
4

� 1



 + s




1
0
2



 + t




0
1
1



 :

Dies setzen wir jetzt in E3 ein und erhalten 6 + 5s + 3 t = 0 , also t = � 2 � 5s=3. Dies
wiederum eingesetzt in E1 ergibt die Schnittgerade

g2 = E1 \ E3 : x =




2
2

� 3



 +
s
3




3

� 5
1



 :
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� Der Schnitt von E2 und E3 lässt sich ganz genauso berechnen. Es ergibt sich

g3 = E2 \ E3 : x =




� 3
5

� 2



 +
t
2




� 3
5

� 1



 :

� Für den Schnitt g1 \ g2 rechnen wir



2
2

� 3



 + r




3

� 5
1



 =




3
1

� 2



 + s




1

� 2
0



 ()




3 � 1
1 0
1 0

∣∣∣∣∣∣

1
1
1



 :

Die eindeutige Lösung ist r = 1 und s = 2 . Damit gibt es einen Schnittpunkt, und zwar
bei (5; � 3; � 2)T.

� Für g1 \ g3 ergibt sich analog



� 3
5

� 2



 + r




� 3
5

� 1



 =




3
1

� 2



 + s




1

� 2
0



 ()




� 3 � 1
� 1 0
� 1 0

∣∣∣∣∣∣

6
8
0



 :

Dieses Gleichungssystem ist offenbar unlösbar. Da die Richtungsvektoren linear unab-
hängig sind, sind die beiden Geraden windschief.

� Die Geraden g2 und g3 sind durch den Schnitt von E3 mit den parallelen Ebenen E1
und E2 entstanden. Sie müssen daher ebenfalls parallel sein; dies sieht man daran, dass
die Richtungsvektoren linear abhängig sind, aber die Differenz ihrer Ortsvektoren kein
Vielfaches der Richtungsvektoren ist.

� Die Gerade g2 liegt nach Konstruktion in E1 und E3. Der Schnitt g2 \ E2 ergibt sich
wieder durch Gleichsetzen, also




2
2

� 3



 + r




3

� 5
1



 =




1
1
2



 + s




1

� 1
1



 + t




1
0
2



 ()




3 � 1 � 1

� 5 1 0
� 5 1 0

∣∣∣∣∣∣

� 1
� 1
7



 :

Dieses Gleichungssystem ist offenbar unlösbar, d. h. Gerade und Ebene sind parallel.

� g3 \ E1 bestimmen wir wieder durch Einsetzen, also
(


� 3
5

� 2



 + r




� 3
5

� 1



 �




2
4

� 1




)

�




2
1

� 1



 = 0 () � 8 + 0r = 0 :

Auch diese Gleichung hat keine Lösung für r , d. h. auch g3 und E1 sind parallel.

Im Übrigen ist beides kein Wunder: E1 und E2 sind parallel. Da g2 in E1 liegt, kann
sie keinen Schnittpunkt mit E2 haben. Ebenso liegt g3 in E2 und hat daher keinen
Schnittpunkt mit E1. }

Wir führen noch ein anderes Produkt zweier Vektoren ein, das einen Bezug zur Orthogonalität
besitzt, allerdings nur im R3: das Vektorprodukt. In der Mathematik selbst spielt es eher eine
untergeordnete Rolle, aber aus der Physik ist es natürlich nicht wegzudenken – man denke
an Begriffe wie Drehmoment oder Lorentzkraft. Wir listen nur kurz die Definition und einige
Eigenschaften und Rechenregeln auf:
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Definition 10.8 (Vektorprodukt)
Die Verknüpfung � auf R3 ist definiert durch

v � w =




v2w3 � v3w2
v3w1 � v1w3
v1w2 � v2w1



 =

∣∣∣∣
v2 w2
v3 w3

∣∣∣∣ e1 +

∣∣∣∣
v3 w3
v1 w1

∣∣∣∣ e2 +

∣∣∣∣
v1 w1
v2 w2

∣∣∣∣ e3 8 v; w 2 R3

und heißt das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt . Dies ist wieder eine Verknüpfung im „klassi-
schen Sinne“, weil das Ergebnis wieder ein Vektor aus dem R3 ist.

Satz 10.9 (Vektorprodukt)

(a) Das Vektorprodukt ist bilinear, d. h. linear in beiden Faktoren.

(b) Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ. Man beachte, dass die Frage nach der Assoziati-
vität beim Skalarprodukt überhaupt keinen Sinn hat, weil das Skalarprodukt u � v eben
ein Skalar ist und somit erst gar kein Skalarprodukt mit einem dritten Vektor gebildet
werden kann. Für das Vektorprodukt gilt statt dessen die Formel

(u � v) � w = ( u � w)v � (v � w)u 8 u; v; w 2 R3 :

(c) Es gilt
v � w = � (w � v) 8 v; w 2 R3 :

(d) Der Produktvektor steht orthogonal auf beiden Faktoren, d. h.

v � w ? v und v � w ? w 8 v; w 2 R3 :

Außerdem gilt
v � w = 0 () f v; wg linear abhängig :

(e) Für alle v; w 2 R3 gilt

kv � wk2 = kvk2kwk2 � (v � w)2 ; kv � wk = kvkkwk sin ∢(v; w) ;

wobei für die zweite Gleichung v; w 6= 0 sein müssen.

Satz 10.10
Sind v; w 2 R3 die beiden Spannvektoren einer Ebenen, also insbesondere f v; wg linear unab-
hängig, so gilt für � = v � w 6= 0

� ? v und � ? w ;

d. h. � kann als Normalenvektor für die Ebene verwendet werden.

Definition 10.11 (Abstand)
Seien A; B � Rn beide nicht leer. Dann heißt

dist(A; B ) = inf
{

ka � bk
∣∣ a 2 A ; b 2 B

}

der Abstand von A und B . Ist A = f ag einelementig, so schreiben wir auch dist(a; B); analog
für B . Insbesondere ist dann dist(a; b) einfach ka � bk.

Sind A und B nicht disjunkt, so gilt dist(A; B ) = 0 . Die Umkehrung gilt nicht, denn z. B.
ist auch dist(A; B ) = 0 für A = [ � 1; 0[ und B = ]0 ; 1] mit A \ B = ; .

Die Definition ist natürlich für beliebige Normen möglich. Wenn es relevant ist, schreibt
man häufig dist1, dist2, dist∞, usw. für den Abstand bezüglich k � k1, k � k2, k � k∞, usw.
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Satz 10.12 (Abstände)
Wir betrachten alle sechs Fälle, die im R3 auftreten können:

� Der Abstand zweier Punkte a; b ist, wie schon zuvor erwähnt, einfach d = ka � bk.

� Für den Abstand einer Geraden g: x = a + sv von einem Punkt b rechnen wir

kx � bk2 = ( a � b+ sv) � (a � b+ sv) = ka � bk2 + 2s(a � b) � v + s2kvk2

= ka � bk2 +
(

skvk +
(a � b) � v

kvk

)2
�

(
(a � b) � v

kvk

)2
:

Dieser Ausdruck ist offenbar minimal, wenn der mittlere Summand 0 ist, also für s =
(b� a) � v=kvk2. Für den Abstand d gilt dann also

d =

√

ka � bk2 �
(

(a � b) �
v

kvk

)2
=

∥∥∥∥(a � b) �
v

kvk

∥∥∥∥ : (�� )

� Für den Abstand einer Ebenen E : (x � a) � � = 0 in Hessescher Normalenform von einem
Punkt b muss man diesen nur einsetzen, d. h.

d =
∣∣(a � b) � �

∣∣ : (� )

Liegt die Ebene in Parameterform E : x = a + sv + tw vor, so gilt

d =

∣∣∣∣(a � b) �
v � w

kv � wk

∣∣∣∣ : (� ′)

� Den Abstand zweier Geraden g: x = a + sv und h : x = b + tw führen wir auf den
vorigen Fall zurück: Er ist nämlich genau der Abstand der Ebenen E : x = a + sv + tw
vom Punkt b – aber nur dann, wenn v und w linear unabhängig sind! Ansonsten, also
im Fall, dass g und h parallel oder identisch sind, ist ihr Abstand gerade der Abstand
von g und b. Es gilt also Formel (� ′), falls v � w 6= 0 , ansonsten (�� ).

� Der Abstand einer Ebenen von einer Geraden ist natürlich 0, wenn sie mindestens einen
gemeinsamen Punkt haben. Verlaufen sie hingegen parallel zueinander, dann hat jeder
Punkt der Geraden denselben Abstand zur Ebenen. Hier gilt also wieder Formel (� ) bzw.
(� ′) mit einem beliebigen Punkt b auf der Geraden.

� Für zwei Ebenen gilt dasselbe wie für Ebene und Gerade zuvor. Mit gemeinsamem Punkt
ist der Abstand 0, ansonsten gilt Formel (� ) bzw. (� ′).

Satz 10.13 (Winkel)
Wir betrachten alle drei Fälle, die im R3 auftreten können:

� Sind g: x = a + sv und h : x = b + tw zwei Geraden mit g \ h 6= ; (d. h. identisch
oder Schnittpunkt), so ist der Schnittwinkel gleich dem Winkel zwischen v und w oder
dessen Nebenwinkel, wenn dieser kleiner ist. Das liegt daran, dass Vektoren orientiert
sind, Geraden aber nicht. Es gilt also

∢(g; h) = arccos
(

jv � wj
kvkkwk

)
2

[
0;

�
2

]
:

Der Betrag im Zähler sorgt dafür, dass der „richtige“ Winkel gewählt wird.
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� Sind E : (x � a) � � = 0 eine Ebene und h : x = b+ tw eine Gerade mit E \ h 6= ; (d. h.
Gerade in Ebene oder Schnittpunkt), so gilt

∢(E; h) = arcsin
(

j� � wj
k� kkwk

)
2

[
0;

�
2

]
:

Der Arcussinus rührt daher, dass der Winkel zwischen g: x = a + s� und h der Kom-
plementwinkel zum Winkel zwischen E und h ist.

� Sind E : (x � a) � � = 0 und F : (x � b) � %= 0 zwei Ebenen mit E \ F 6= ; (d. h. identisch
oder Schnittgerade), so ist der Schnittwinkel gleich dem Winkel zwischen � und %oder
dessen Nebenwinkel, wenn dieser kleiner ist. Es gilt also

∢(E; F ) = arccos
(

j� � %j
k� kk%k

)
2

[
0;

�
2

]
:

Beispiel 10.14 (Abstände und Winkel)
Wir führen das Beispiel 10.7 fort.

� Der Abstand der Geraden g1 vom Punkt (1; 1; 1)T ist

d =

∥∥∥∥∥

(


3
1

� 2



 �




1
1
1




)

�
(1; � 2; 0)T

k(1; � 2; 0)Tk

∥∥∥∥∥
=

1
p

5

∥∥∥∥∥




� 6
� 3
� 4




∥∥∥∥∥

=

√
61
5

� 3;49:

� Der Abstand der Ebenen E1 vom Punkt (1; 1; 1)T ist

d =

∣∣∣∣∣

(


1
1
1



 �




2
4

� 1




)

�
(2; 1; � 1)T

k(2; 1; � 1)Tk

∣∣∣∣∣
=

7
p

6
� 2;86:

� Der Abstand der Ebenen E2 vom Punkt (1; 1; 1)T ist



1

� 1
1



 �




1
0
2



 =




� 2
� 1
1



 ; d =

∣∣∣∣∣

(


1
1
1



 �




1
1
2




)

�
(� 2; � 1; 1)T

p
6

∣∣∣∣∣
=

1
p

6
� 0;41:

� Der Winkel zwischen den Geraden g1 und g2 ist

� = arccos
(

j(1; � 2; 0)T � (3; � 5; 1)T j
k(1; � 2; 0)Tkk(3; � 5; 1)Tk

)
= arccos

(
13

p
5

p
35

)
� 0;186 �̂ 10;7◦ :

� Der Abstand der windschiefen Geraden g1 und g3 ist



1

� 2
0



 �




� 3
5

� 1



 =




2
1

� 1



 ; d =

∣∣∣∣∣

(


3
1

� 2



 �




� 3
5

� 2




)

�
(2; 1; � 1)T

p
6

∣∣∣∣∣
=

8
p

6
� 3;27:

� Der Abstand der parallelen Geraden g2 und g3 ist

d =

∥∥∥∥∥

(


2
2

� 3



 �




� 3
5

� 2




)

�
(3; � 5; 1)T

k(3; � 5; 1)Tk

∥∥∥∥∥
=

1
p

35

∥∥∥∥∥




� 8
� 8
� 16




∥∥∥∥∥

=
8
p

6
p

35
� 3;31:
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� Der Abstand der Ebenen E1 von der Geraden g3 ist

d =

∣∣∣∣∣

(


� 3
5

� 2



 �




2
4

� 1




)

�
(2; 1; � 1)T

k(2; 1; � 1)Tk

∣∣∣∣∣
=

8
p

6
� 3;27:

� Der Abstand der Ebenen E2 von der Geraden g2 ist ebenfalls d = 8=
p

6 � 3;27.

� Der Winkel zwischen der Ebenen E3 und der Geraden g1 ist

� = arcsin
(

j(1; 1; 2)T � (1; � 2; 0)T j
k(1; 1; 2)Tkk(1; � 2; 0)Tk

)
= arcsin

(
1

p
6

p
5

)
� 0;184 �̂ 10;5◦ :

� Der Abstand der beiden parallelen Ebenen E1 und E2 ist

d =

∣∣∣∣∣

(


1
1
2



 �




2
4

� 1




)

�
(2; 1; � 1)T

k(2; 1; � 1)Tk

∣∣∣∣∣
=

8
p

6
� 3;27:

� Der Winkel zwischen den Ebenen E1 und E3 ist

� = arccos
(

j(2; 1; � 1)T � (1; 1; 2)T j
k(2; 1; � 1)Tkk(1; 1; 2)Tk

)
= arccos

(
1

p
6

p
6

)
� 1;403 �̂ 80;4◦ :
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11 Kegelschnitte und Quadriken

Auch hier bezeichne durchweg � das Standardskalarprodukt und k � k die Euklid-Norm.

Satz 11.1
Für jedes � > 0 ist

Kα =
{

v 2 R3
∣∣∣ v2

1 + v2
2 =

(v3

�

)2}

ein unendlicher Doppelkreiskegel . Für jedes h > 0 ist nämlich sowohl der Körper zwischen den
Ebenen v3 = 0 und v3 = h als auch zwischen den Ebenen v3 = 0 und v3 = � h ein Kreiskegel
mit der Spitze im Ursprung. Dass es sich um Kreiskegel im elementar-geometrischen Sinne
handelt, folgt aus den Strahlensätzen und der Rotation um die v3-Achse.

Satz 11.2
Sei u 2 R3 nicht der Nullvektor. Dann ist

Eu =
{

v 2 R3 ∣∣ (v � u) � u = 0
}

eine Ebene im Raum, die den Vektor u und nicht den Ursprung enthält. Anders ausgedrückt
gilt

Eu = u + f ug⊥ =
{

u + v
∣∣ v 2 f ug⊥}

:

Definition 11.3 (Kegelschnitt)
Für jedes � > 0 und u 2 R3 n f 0g heißt die Menge

Kα \ Eu ;

also der Schnitt des Doppelkegels mit der Ebenen, ein Kegelschnitt . Er heißt

� eine Ellipse, wenn er beschränkt ist;

� eine Hyperbel , wenn er nicht zusammenhängend ist, d. h. in zwei Äste zerfällt;

� eine Parabel sonst.

Definition 11.4 (quadratische Form, Quadrik)
Sei A 2 Rn×n symmetrisch.

(a) Die Abbildung QA : Rn ! R mit

QA(x) = xTAx

heißt die quadratische Form von A.

(b) Sind zusätzlich � 2 Rn und 
 2 R, so heißt die Menge
{

x 2 Rn ∣∣ QA,β,γ(x) = 0
}

mit
QA,β,γ(x) = QA(x) + xT� + 


eine Quadrik im Rn.
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Satz 11.5
Jedem Kegelschnitt entspricht eine Quadrik im R2, d. h. genauer: Wir identifizieren u 2 Eu
als Ursprung und wählen orthonormale Vektoren v1; v2 2 R3 mit u + v1 2 Eu und u + v2 2 Eu
(also v1 � u = v2 � u = 0 ). Jeder Vektor w 2 Eu kann dann eindeutig als w = u + x1v1 + x2v2
mit Koordinaten x1; x2 2 R geschrieben werden, und es gilt: Es existieren A, � und 
 , so dass

w 2 Kα \ Eu () QA,β,γ(x1; x2) = 0 :

In Worten: Ein Vektor w gehört genau dann zum Kegelschnitt, wenn seine Koordinaten be-
züglich Eu zur Quadrik gehören.

Die Umkehrung gilt nicht; deshalb vereinbaren wir: Gibt es zu (A; �; 
 ) keinen Kegelschnitt,
so heißt die Quadrik zu (A; �; 
 ) ein ausgearteter Kegelschnitt .

Beispiel 11.6 (Kegelschnitte)

(a) Seien � = 1 und u = (1 ; 0; 2)T; wir setzen

v1 =
1

p
5




2
0

� 1



 und v2 =




0
1
0



 :

Damit ist

Eu = f u + x1v1 + x2v2 j x1; x2 2 Rg =









1 + 2x1=

p
5

x2
2 � x1=

p
5





∣∣∣∣∣∣
x1; x2 2 R




:

Einsetzen in die Bedingung für K1 ergibt

0 =
(

1 +
2x1p

5

)2
+ x2

2 �
(

2 �
x1p

5

)2
= � 3 +

8
p

5
x1 +

3
5

x2
1 + x2

2 :

Durch die Verschiebung x1 = ~x1 � 4
p

5=3 und x2 = ~x2 erhalten wir

3
5

~x2
1 + ~x2

2 �
25
3

= 0 :

Multiplikation mit 3=25 ergibt schließlich

~x2
1

125=9
+

~x2
2

25=3
= 1 :

Dies ist eine Ellipsengleichung, wie wir in den nächsten Sätzen feststellen werden.

(b) Seien nun � = 1 und u = (2 ; 0; 1)T; wir setzen analog v1 = (1 ; 0; � 2)T=
p

5 und v2 =
(0; 1; 0)T. Nach fast identischer Rechnung wie in (a) ergibt sich

~x2
1

125=9
�

~x2
2

25=3
= 1 :

Dies ist eine Hyperbelgleichung, wie wir in den nächsten Sätzen feststellen werden.

84



LINEARE ALGEBRA 11. KEGELSCHNITTE UND QUADRIKEN

(c) Seien nun � = 1 und u = (1 ; 0; 1)T. Eine erneut ähnliche Rechnung führt auf

2
p

2x1 + x2
2 = 0 :

Dies ist offenbar eine Parabel.

Definition und Satz 11.7 (Ellipse)
Sei E � R2 eine Ellipse.

(a) Es gibt zwei Punkte F1; F2 2 R2 (die auch gleich sein können) und eine Zahl a > 0, so
dass

E =
{

x 2 R2 ∣∣ kx � F1k + kx � F2k = 2a
}

:

� Im Falle F1 6= F2 nennen wir die Ellipse eine echte Ellipse. F1 und F2 heißen die
Brennpunkte und a die große Halbachse der echten Ellipse.

� Im Falle F1 = F2 nennen wir die Ellipse einen Kreis. F1 = F2 heißt dann der
Mittelpunkt und a der Radius des Kreises.

(b) � Im Falle der echten Ellipse heißen die Gerade durch F1 und F2 die Hauptachse und
die Mittelsenkrechte der Strecke F1F2 die Nebenachse. Die beiden Schnittpunkte
der Hauptachse mit der Ellipse heißen die Hauptscheitel ; ihr Abstand ist 2a. Die
beiden Schnittpunkte der Nebenachse mit der Ellipse heißen die Nebenscheitel ; ihr
Abstand sei 2b. b heißt die kleine Halbachse der Ellipse.

� Im Falle des Kreises sei b = a.

(c) Die beiden Größen
e =

√
a2 � b2 und " =

e
a

< 1

heißen absolute Exzentrizität und relative Exzentrizität der Ellipse. Die Ellipse ist genau
dann ein Kreis, wenn e = 0 bzw. " = 0 .

(d) Die Ellipse kann durch Drehung und Verschiebung auf die Form

x2

a2 +
y2

b2 = 1

gebracht werden. In Parameterdarstellung gilt

x = acost ; y = bsin t ; t 2 [0; 2� ] :

Definition und Satz 11.8 (Hyperbel)
Sei H � R2 eine Hyperbel.

(a) Es gibt zwei verschiedene Punkte F1; F2 2 R2 und eine Zahl a > 0, so dass

H =
{

x 2 R2 ∣∣ ∣∣kx � F1k � k x � F2k
∣∣ = 2a

}
:

F1 und F2 heißen die Brennpunkte und a die reelle Halbachse der Hyperbel.

(b) Die Gerade durch F1 und F2 heißt die reelle Achse und die Mittelsenkrechte der Strecke
F1F2 die imaginäre Achse. Die beiden Schnittpunkte der reellen Achse mit der Hyperbel
heißen die Scheitel ; ihr Abstand ist 2a.
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(c) Die drei Größen

e =
1
2

kF2 � F1k ; b =
√

e2 � a2 und " =
e
a

> 1

heißen absolute Exzentrizität , imaginäre Halbachse und relative Exzentrizität der Hyper-
bel.

(d) Die Hyperbel kann durch Drehung und Verschiebung auf die Form

x2

a2 �
y2

b2 = 1

gebracht werden. In Parameterdarstellung gilt

x = � acosht ; y = bsinht ; t 2 R :

Definition und Satz 11.9 (Parabel)
Sei P � R2 eine Parabel.

(a) Es gibt einen Punkt F 2 R2 und eine Gerade g � R2, so dass

P =
{

x 2 R2 ∣∣ kx � F k = dist( x; g)
}

:

F heißt der Brennpunkt und g die Leitgerade der Parabel.

(b) Die Gerade durch F und senkrecht zu g heißt die Achse der Parabel, der Schnittpunkt
der Achse mit der Parabel ihr Scheitel .

(c) Die Parabel kann durch Drehung und Verschiebung auf die Form

y =
x2

a2 ; a > 0

gebracht werden.

Hauptsatz 11.10 (Hauptachsentransformation)
Durch

xTAx + xT� + 
 = 0

sei eine Quadrik im Rn gegeben, d. h. es sind A 2 Rn×n symmetrisch, � 2 Rn und 
 2 R.
Dann gibt es eine Matrix R 2 SO(n), so dass

D = RTAR

eine reelle Diagonalmatrix ist, und die quadratische Form xTAx wird in

xTAx = xTRDR Tx = ( RTx)TD(RTx) =
n∑

k=1

� k ~x2
k

mit ~x = RTx 2 Rn und den Eigenwerten � 1; : : : ; � n von A überführt. Der Vorteil dieser
Gestalt ist, dass sie keine gemischten Terme mehr enthält. Die Quadrik in den transformierten
(„gedrehten“) Koordinaten lautet dann

n∑

k=1

(
� k ~x2

k + ~� k ~xk
)

+ 
 = 0
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mit ~� = RT� 2 Rn. Für jedes k mit � k 6= 0 kann man den linearen Anteil ~� k ~xk durch
eine entsprechende quadratische Ergänzung (entspricht einer Verschiebung) zum Verschwinden
bringen; dies haben wir in Beispiel 11.6 auch bereits getan.

Beispiel 11.11 (Quadriken im R2)

(a) Gegeben sei die Quadrik

x2 + 3y2 + 2
p

3xy + 16x � 3 = 0 :

Die zugehörige Matrix lautet

A =
(

1
p

3p
3 3

)
2 R2×2

mit den Eigenwerten � 1 = 4 und � 2 = 0 . Berechnen und normieren der Eigenvektoren
führt auf

R =
1
2

(
1 �

p
3p

3 1

)
; D = RTAR =

(
4 0
0 0

)
;

(
x
y

)
= R

(
~x
~y

)
;

wobei die Vorzeichen der Eigenvektoren in R so gewählt sind, dass det R = 1 . Einsetzen
in die Quadrik ergibt

4~x2 + 8~x � 8
p

3 ~y � 3 = 0 :

Die quadratische Ergänzung liefert

4(~x + 1) 2 � 8
p

3 ~y � 7 = 0 :

Division durch 8
p

3 ergibt schließlich

~y +
7

8
p

3
=

(~x + 1) 2

2
p

3
:

Dies ist offenbar eine Parabel.

(b) Gegeben sei die Quadrik
xy � y + 1 = 0 :

Dann ist

A =
1
2

(
0 1
1 0

)
; R =

1
p

2

(
1 � 1
1 1

)
; D =

1
2

(
1 0
0 � 1

)
;

(
x
y

)
= R

(
~x
~y

)
;

also
1
2

~x2 �
1
2

~y2 �
1

p
2

~x �
1

p
2

~y + 1 = 0 :

Weiter umformen ergibt
(
~y + 1=

p
2

)2

2
�

(
~x � 1=

p
2

)2

2
= 1 :

Dies ist offenbar eine Hyperbel.
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(c) Die Quadrik x2 + 4y2 + 1 = 0 entspricht keinem Kegelschnitt, denn sie stellt die leere
Menge dar. Formal mathematisch wäre dies eine Ellipse mit zwei imaginären Halbachsen.
Die Quadrik x2 + 4y2 = 0 hingegen enthält zumindest den Nullvektor. Beide sind ausge-
artete Kegelschnitte, wobei die zweite Quadrik zumindest als Kegelschnitt realisierbar
wäre, wenn die Ebene durch die Kegelspitze verliefe. }

Wir führen eine weitere Eigenschaft von Matrizen, nämlich die Definitheit, mit Hilfe der qua-
dratischen Form ein und wenden dies danach auf Kegelschnitte an.

Definition 11.12 (Definitheit)
Sei A 2 Rn×n symmetrisch.

(a) A heißt positiv definit bzw. negativ definit , wenn für alle v 2 Rn n f 0g

vTAv > 0 bzw. vTAv < 0:

(b) A heißt positiv semidefinit bzw. negativ semidefinit , wenn für alle v 2 Rn

vTAv � 0 bzw. vTAv � 0:

(c) A heißt indefinit , wenn es v; w 2 Rn gibt mit

vTAv > 0 und wTAw < 0:

Satz 11.13 (Eigenschaften der Definitheit)
Sei A 2 Rn×n symmetrisch. Dann ist A über R diagonalisierbar.

(a) A ist genau dann positiv definit bzw. negativ definit, wenn alle Eigenwerte positiv bzw.
negativ sind.

(b) A ist genau dann positiv semidefinit bzw. negativ semidefinit, wenn alle Eigenwerte
positiv oder Null bzw. negativ oder Null sind.

(c) A ist genau dann indefinit, wenn sie positive und negative Eigenwerte besitzt.

(d) Ist A definit, so ist A semidefinit. Ist A semidefinit und regulär, so ist A definit.

(e) Ist A nicht die Nullmatrix, so ist A entweder positiv semidefinit, indefinit oder negativ
semidefinit.

Satz 11.14 (Hauptminoren-Kriterium)
Sei A = ( aik) 2 Rn×n symmetrisch. A ist genau dann positiv definit, wenn die Hauptminoren

∣∣∣∣∣∣∣

a11 � � � a1k
... . . . ...

ak1 � � � akk

∣∣∣∣∣∣∣

für alle k 2 f 1; : : : ; ng positiv sind.
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Satz 11.15 (Kegelschnitt und Definitheit)
Sei

xTAx + xT� + 
 = 0

eine Quadrik, die zu einem Kegelschnitt gehört – und nicht zu einem ausgearteten –, d. h. es
liegt entweder eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel vor. Dann gilt

(a) Ist A definit, so liegt eine Ellipse vor.

(b) Ist A semidefinit aber nicht definit, so liegt eine Parabel vor.

(c) Ist A indefinit, so liegt eine Hyperbel vor. }

Der Vollständigkeit halber und weil geometrische Figuren wie Zylinder und Paraboloide durch-
aus relevant sind, geben wir noch eine Charakterisierung der nicht ausgearteten Quadriken imR3 an.

Definition 11.16 (Quadriken im R3)
Durch Rotation um eine Achse und eventueller Stauchung/Streckung entsteht

� aus der Ellipse das Ellipsoid (im Spezialfall die Kugel)

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1 ; a; b; c > 0 ;

� aus der Hyberbel das einschalige Hyperboloid bzw. zweischalige Hyperboloid

x2

a2 +
y2

b2 �
z2

c2 = 1 bzw.
x2

a2 �
y2

b2 �
z2

c2 = 1 ; a; b; c > 0 ;

� aus der Parabel das elliptische Paraboloid

z =
x2

a2 +
y2

b2 ; a; b > 0:

Benutzt man die Kegelschnittgleichungen im R3 und ignoriert die z-Koordinate, so entsteht

� aus der Ellipse der elliptische Zylinder ;

� aus der Hyperbel der hyperbolische Zylinder ;

� aus der Parabel der parabolische Zylinder .

Ferner gibt es das hyperbolische Paraboloid

z =
x2

a2 �
y2

b2 ; a; b > 0:
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Teil II

Übungsaufgaben

1 Vektorräume

Aufgabe 1.1
Seien A = f a; b; c; : : : ; zg ein Alphabet und M = f "; a; b; c; : : : ; z; aa; ab; : : :g die Menge aller
endlichen Wörter mit Buchstaben aus A – darin sei " das leere Wort, also bestehend aus null
Zeichen. Die Verknüpfung auf M sei das Aneinanderhängen zweier Wörter. Untersuchen Sie,
ob diese Verknüpfung assoziativ und kommutativ ist und ob es ein neutrales Element und
inverse Elemente gibt.

Aufgabe 1.2
Wir betrachten den R-Vektorraum R2 mit den folgenden Abbildungen. Für jedes � 2 R sei
die Drehung um den Winkel � gegen den Uhrzeigersinn um den Ursprung gegeben, d. h.

Dα :
(

x
y

)
7!

(
x cos� � y sin �
x sin � + y cos�

)
:

Ferner sei für jedes � 2 R die Spiegelung an der Geraden

gα =
{(

t cos�
t sin �

) ∣∣∣∣ t 2 R}

gegeben, d. h.

Sα :
(

x
y

)
7!

(
x(1 � 2 sin2 � ) + 2 y sin � cos�
2x sin � cos� + y(1 � 2 cos2 � )

)
:

Wir setzen
G = f Dα; Sα j � 2 Rg:

(a) Zeigen Sie, dass gα für jedes � 2 R ein Unterraum von R2 ist.

(b) Zeigen Sie, dass G mit der Verkettung � von Abbildungen eine Gruppe ist:

i. Zeigen Sie, dass � eine Verknüpfung auf G ist. Beweisen Sie dazu die Identitäten

Dβ � Dα = Dα+β ; Sβ � Sα = D2(β−α) ; Sβ � Dα = Sβ−α/2 ; Dβ � Sα = Sα+β/2

für alle �; � 2 R. Wenden Sie dazu jeweils beide Seiten auf den Vektor mit x = 1
und y = 0 an.

ii. Zeigen Sie, dass � assoziativ ist, indem Sie exemplarisch die Identität

(Sγ � Sβ) � Dα = Sγ � (Sβ � Dα)

für alle �; �; 
 2 R beweisen. Benutzen Sie dazu natürlich die Identitäten aus i.
Die Assoziativität ist eigentlich klar, weil sie allgemein bei Abbildungen gilt, näm-
lich (f � g) � h = f � (g � h) mit geeigneten Abbildungen f; g; h .

iii. Bestimmen Sie das neutrale Element und geben Sie die inversen Abbildungen von
Dα und Sα für jedes � 2 R an.
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(c) Begründen Sie, dass G nicht abelsch ist.

(d) Berechnen Sie

D −1
β � Dα � Dβ ; S−1

β � Dα � Sβ ; D −1
β � Sα � Dβ ; S−1

β � Sα � Sβ

für alle �; � 2 R.

Aufgabe 1.3
Geben Sie die Verknüpfungstafeln für die Addition und die Multiplikation im Körper F3 =
f 0; 1; 2g an.

Aufgabe 1.4
Zeigen Sie, dass die Menge f 0; 1; 2; 3g mit den Verknüpfungen

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

und

� 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 3 1
3 0 3 1 2

kein Körper ist. Hinweis: Distributivgesetz

Aufgabe 1.5
Überprüfen Sie, ob die folgenden Aussagen korrekt sind:

(a) Q ist ein Q-Vektorraum.

(b) R ist ein Q-Vektorraum.

(c) Q ist ein R-Vektorraum.

(d) R ist ein R-Vektorraum.

(e) C ist ein R-Vektorraum.

(f) Q ist ein Z-Vektorraum.

Aufgabe 1.6
Überprüfen Sie, ob die folgenden Mengen Unterräume des R-Vektorraums R3 sind.

(a)









4a
0

� a





∣∣∣∣∣∣
a 2 R





(b)





a




1
2
0



 + b




0
�
1





∣∣∣∣∣∣
a; b2 R





(c)









� a
0
2a





∣∣∣∣∣∣
a 2 Q





(d)





a




1
1
1





∣∣∣∣∣∣
a 2 R mit jaj � 1






(e)









0
0
0










(f)
{(

a
� a

) ∣∣∣∣ a 2 R}

Aufgabe 1.7
Überprüfen Sie, ob die folgenden Mengen Unterräume des R-Vektorraums P3(R) sind.
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(a)
{

f 2 P 3(R)
∣∣ f (1) = 0

}

(b)
{

f 2 P 3(R)
∣∣ f hat mind. eine Nullst.

}

(c)
{

f 2 P 3(R)
∣∣ f (x) = x3 + ax ; a 2 R}

(d)
{

f 2 P 3(R)
∣∣ f (x) = ax + b ; a; b2 R}

(e)
{

f 2 P 3(R)
∣∣∣ lim

x→∞
f (x) = 0

}

(f)
{

f 2 P 3(R)
∣∣ f ′′′ = 0

}

Aufgabe 1.8
Überprüfen Sie, ob die folgenden Mengen Unterräume des R-Vektorraums `∞(R) sind.

(a)
{

(an)n 2 `(R)
∣∣∣ lim

n→∞
an = 1

}

(b)
{

(an)n 2 `(R)
∣∣∣ lim

n→∞
nan = 0

}

(c)
{

(an)n 2 `(R)
∣∣ (an)n ist konstant

}

(d)
{

(an)n 2 `(R)
∣∣∣ lim

n→∞

an

n
= 0

}

Aufgabe 1.9
Seien V ein Vektorraum und U1 und U2 zwei Unterräume von V . Zeigen Sie: U1 [ U2 ist genau
dann ein Unterraum von V , wenn U1 � U2 oder U2 � U1.

Aufgabe 1.10
Wir betrachten den Folgenraum `(R) und lassen den Folgenindex bei 0 loslaufen, was die
folgende Definition vereinfacht. Seien also (an)n∈N0 = ( a0; a1; a2; : : :) in `(R). Wir definieren
eine Verknüpfung

(cn)n = ( an)n � (bn)n mit cn =
n∑

k=0

an−kbk :

Zeigen Sie, dass (`(R); + ; � ) eine kommutative R-Algebra mit Eins ist, wobei + die gewöhn-
liche gliedweise Addition von Folgen bezeichnet. Dazu muss man die Eigenschaften der Ver-
knüpfung � nachrechnen; wie lautet die Eins bezüglich � ?
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orthogonales Komplement, 46
Orthogonalprojektion, 71

Orthogonalsystem, 44
Orthonormalbasis, 44
Orthonormalisierungsverfahren von Gram-

Schmidt, 45
Orthonormalsystem, 44
Ortsvektor

einer Geraden, 75
einer Hyperebenen, 76

p-Norm, 39
Parabel, 83
parabolischer Zylinder, 89
Paraboloid

elliptisches, 89
hyperbolisches, 89

parallele
Geraden, 75
Hyperebenen, 76

Parallelogrammgleichung, 42
Parameterform

einer Geraden, 75
einer Hyperebenen, 76

partikuläre Lösung, 20
Permutation, 33

gerade, 34
ungerade, 34

Permutationsgruppe, 33
Polarisierungsformel, 43
Polynom

charakteristisches, 59
Grad eines, 49
Legendre-, 46
normiertes, 52
Tschebyscheff-, 46

positiv definite Matrix, 88
positiv semidefinite Matrix, 88
prim, 48
Primelement, 48
Primfaktorzerlegung, 52
Primzahl, 49
Produkt

Kreuz-, 79
Skalar-, 41
Vektor-, 79

Projektion, 66
Orthogonal-, 71

Pythagoras
Satz des, 72
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quadratisch, 16
quadratische Form, 83
Quadrik, 83
Quotient einer Division, 55

Radius, 85
Rang

einer linearen Abbildung, 26
einer Matrix, 17
Spalten-, 17
voller, 17
Zeilen-, 17

Raum
affiner, 75
Banach-, 41
euklidischer, 42
Hilbert-, 42
normierter, 39
Null-, 6
Skalarprodukt-, 42
unitärer, 42
vollständiger, 41

rechte Seite, 18
rechteckiges Schema, 15
reduzibel, 48
reelle Achse, 85
reelle Halbachse, 85
Regel

Cramersche, 37
von Sarrus, 35

reguläre Matrix, 23
Reihe

Fourier-, 47
relative Exzentrizität, 85, 86
Rest einer Division, 55
Richtungsvektor

einer Geraden, 75
Ring, 9

euklidischer, 55
faktorieller, 52
Hauptideal-, 52
Integritätsbereich, 51
kommutativer, 9
kommutativer mit Eins, 9
mit Eins, 9
nullteilerfreier, 48

Sarrus

Regel von, 35
Satz

des Pythagoras, 72
Spektral-, 68
von Cayley-Hamilton, 62
von Steinitz, 12

Scheitel, 85, 86
Haupt-, 85
Neben-, 85

Schema
rechteckiges, 15

schiefhermitesche Matrix, 67
schiefsymmetrische Matrix, 67
Schnittgerade

zweier Ebenen, 76
Schnittpunkt

zweier Geraden, 75
Seite

rechte, 18
Signum, 34
singuläre Matrix, 23
Skalar, 5
Skalarmultiplikation, 5
Skalarprodukt, 41

Definitheit des, 41
euklidisches, 42
Hermitezität des, 41
L 2-, 42
Linearität des, 41
Standard-, 42
Symmetrie des, 41
zu einer Norm, 42

Skalarproduktraum, 42
Spalte, 15

Entwicklung nach einer, 34
Spaltenindex, 15
Spaltenrang, 17
Spaltensummennorm, 40
Spannvektor

einer Hyperebenen, 76
Spektralsatz, 68
spezielle Lösung, 20
Spiegelung, 71
Spur

einer linearen Abbildung, 38
einer Matrix, 38

Standardbasis, 13–15
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Standardskalarprodukt, 42
Steinitz

Austauschsatz von, 12
Stützvektor

einer Hyperebenen, 75
Supremumsnorm, 41
surjektiv, 26
Symbol

Kronecker-, 16
Symmetrie

des Skalarprodukts, 41
symmetrische Gruppe, 33
symmetrische Matrix, 67
System

Orthogonal-, 44
Orthonormal-, 44
trigonometrisches, 14, 44

Teilbarkeit, 48
Teiler, 48
Transponierte, 17
transponierte Matrix, 17
Transposition, 33
trigonalisierbare lineare Abbildung, 63
trigonalisierbare Matrix, 63
trigonometrisches System, 14, 44
triviale Linearkombination, 11
triviale Lösung, 19
trivialer Unterraum, 7
triviales Ideal, 52
Tschebyscheff-Polynom, 46

unabhängig
linear, 11

unendlich-dimensional, 13
Unendlich-Norm, 40
ungerade Permuation, 34
Ungleichung

Cauchy-Schwarz-, 43
Dreiecks-, 39
Minkowski-, 39

unitär diagonalisierbare Matrix, 68
unitäre Matrix, 67
unitärer Raum, 42
Unterraum, 7

trivialer, 7
Unterraumkriterium, 7

Vandermonde-Matrix, 37
Vektor, 5

Basiswechsel für einen, 31
Koordinaten-, 27
Lösungs-, 18
normierter, 44
Null-, 5

Vektoraddition, 5
Vektoren

orthogonale, 43
Vektorprodukt, 79
Vektorraum, 5
Vektorraum-Homomorphismus, 25
Verfahren

Gauß-, 20
Gram-Schmidt-, 45

Verkettung, 26
Verknüpfung, 3
Vielfachheit

algebraische, 60
geometrische, 60

voller Rang, 17
Vollständigkeit

eines ONS, 45
eines Raumes, 41

windschiefe Geraden, 75
Winkel, 43

zwischen Ebene und Gerade, 81
zwischen zwei Ebenen, 81
zwischen zwei Geraden, 80

Zeile, 15
Entwicklung nach einer, 34

Zeilenindex, 15
Zeilenrang, 17
Zeilensummennorm, 40
Zerlegung

in Primfaktoren, 52
zweischaliges Hyperboloid, 89
Zylinder

elliptischer, 89
hyperbolischer, 89
parabolischer, 89
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