NUMERIK I, THEORIE 1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME I

1 Lineare Gleichungssysteme I

1.1 Problemstellung

Seien A € C™*™ und b € C™ gegeben und alle z € C™ mit der Eigenschaft Ax = b gesucht.
Az = b heifst dann ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten. Es
heifst unterbestimmt, falls m < n, und iiberbestimmt, falls m > n. Es heifft homogen, falls
b = 0, und inhomogen, falls b # 0.

Wann besitzt Az = b eine Losung? Wann ist eine solche Losung eindeutig? Aus der linearen
Algebra wissen wir: Az = b ist genau dann losbar, wenn Rang(A) = Rang(A,b). Fiir den
Spezialfall m = n gilt: Die Aussagen Az = b ist eindeutig losbar, Rang(A) = n, A ist regulér
und det A # 0 sind dquivalent.

Die Fragen fiir m = n sind: Wie erkennt man, ob A reguldr ist? Wie kann man dann die
Losung x bestimmen? Wie kann man bei singuldrem A feststellen, ob Ax = b eine Losung hat
oder nicht?

Im Fall n = 2 gilt

T
. ( agby —ajabe  —a by + a1152>
- bl
aijlaze — 12021 (11022 — A1202]

sofern det A = aj1a90 — a12a21 # 0. Was ist, wenn det A = 07 Was ist, wenn n > 27

1.2 Gestaffelte Gleichungssysteme, Dreiecksmatrizen

Das lineare Gleichungssystem

3x1 + T+ 2x3 = 66
2x9 + 43)3 =84
53)3 =175

ist ein Beispiel fiir ein gestaffeltes Gleichungssystem. Wir 16sen von unten nach oben: Die letzte
Zeile liefert x3 = 25, Einsetzen in die vorletzte Zeile z9 = 12 und in die erste Zeile x1 = 8.
In Matrixform ergibt sich

31 2 x1 66
Ar =0 2 4 To | = |84 ] =b
0 05 x3 75

mit det A =3-2-5=30#0.

Eine Matrix A = (a;;) € C™*™ heift rechte obere Dreiecksmatrix, falls a;;, = 0 fiir ¢ > k,
und linke untere Dreiecksmatrix, falls a;, = 0 fiir ¢ < k. Ein lineares Gleichungssystem mit
Dreiecksmatrix heifst gestaffeltes Gleichungssystem.

Ein lineares Gleichungssystem mit rechter oberer Dreiecksmatrix A, d.h.

a1121 + a1 + ... + a1pxy, = b1

202 + . .. + a9, T, = bo

Upndn = bn )
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fiir das a;; # 0 fiir i = 1,...,n gilt, ist eindeutig 1osbar, da det A = [[;" | a;; # 0. Ferner kann
der Losungsvektor x direkt durch Riickwértseinsetzen /Riickwartssubstitution

1 n
fUi:;(bi_ > aikwk), i=n—1,...,1
7

k=i+1

berechnet werden.

Bei linken unteren Dreiecksmatrizen funktioniert ein analoges Verfahren, das man Vor-
wartseinsetzen /Vorwartssubstitution nennt.

Wenn man eine reguldre Matrix A in ein Produkt zweier Dreicksmatrizen zerlegen kann,
dann ist das Gleichungssystem ganz einfach zu losen. Sei also A = LR mit reguldrer linker
unterer Dreiecksmatrix L und rechter oberer Dreiecksmatrix R, so l6se Ax = b folgender-
mafen: Lose Ly = b nach y durch Vorwértseinsetzen und schlieflich Rx = y nach x durch
Riickwértseinsetzen. Dann gilt b = Ly = LRx = Ax.

1.3 Gaufs-Elimination

Prinzip der Gauk-Elimination: Uberfiihre ein lineares Gleichungssystem in ein Gleichungssys-
tem mit Dreiecksmatrix mit Hilfe elementarer Umformungen.

Folgende elementare Umformungen lassen die Losungsmenge von Ax = b unverdndert:
Vertauschen zweier Gleichungen; Multiplikation einer Zeile mit A # 0; Addition des g-fachen
einer Zeile zu einer anderen Zeile (¢ € C); Vertauschen zweier Spalten in A, wenn die entspre-
chenden Komponenten in z mitvertauscht werden.

Beispiel:
r1 X2 X3 b r1 T2 X3 b(l) r1 X2 X3 b(z)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
==
1 2 4 |1/2 0 1 3]-1/2 0 1 3|-1/2
1 3 911/3 0 2 81|-2/3 0 0 21| 1/3

Damit folgt 3 = 1/6, x2 = —1 und x; = 11/6.

Allgemeiner Fall:

Schritt 1: Erzeuge Nullen unterhalb von a;;. Addiere dazu das (—a;1 /aq1)-fache der 1. Zeile
zur i-ten Zeile, i = 2,...,n. (Ist a;1 = 0, so suche ein j mit aj; # 0 und vertausche die
1. Zeile mit der j-ten Zeile. Gibt es kein solches j, so ist A singulér, und ein Spaltentausch ist
notwendig.) Es entsteht ein neues Gleichungssystem AW g = p(1)

€1 T2 T b(l)
0 0 0 0
IR Y
0 o |
0 o) o D]

mit der Restmatrix (agli)) fir 2 <i,k <n.
Schritt 2: Wende Schritt 1 auf die entstandene (n— 1) x (n — 1)-Restmatrix an. Wiederhole
ihn, bis nach insgesamt r Eliminationsschritten eine Restmatrix (aik(r)) firr4+1<14,k<n

entstanden ist, so dass:
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e Esist » = n — 1: Dann ist A"~! auf Dreiecksgestalt, also Algorithmus erfolgreich.

o Esist r <n—1mit aj7r+1(’") £ 0 fiir ein j =r+1,...,n: Tausche zwei geeignete Zeilen
und fiihre Schritt 1 aus.

o Esist r < n— 1 mit aj,H_l(T’) = 0 fir alle j = r 4+ 1,...,n: Tausche zwei geeignete
Spalten (und evtl. Zeilen) und fiithre Schritt 1 aus. Ist die Restmatrix die Nullmatrix,
siehe spéter.

Das Element ar+1,r+1(”, welches ungleich 0 sein muss, heiftt Pivotelement, analog Pivot-
zeile und -spalte. Mogliche Strategien zur Pivotwahl sind:

e Kanonische Pivotwahl: Keine Vertauschungen, daher Abbruch selbst bei reguldrer Ma-
trix moglich, z. B. bei ((1) (1))

e Spaltenpivotsuche: Bestimme als Pivotelement das betragsgrofite Element in der Spalte
r + 1 der Restmatrix, daher eventuell Zeilentausch notwendig, aber Abbruch nur bei
singuldrer Matrix.

e Totalpivotsuche: Bestimme als Pivotelement das betragsgrofite Element in der Restma-
trix, daher eventuell Zeilen- oder Spaltentausch notwendig, aber Abbruch nur, wenn die
Restmatrix die Nullmatrix ist.

Wenn A regulér ist, dann kann die Gauk-Elimination ohne Spaltenvertauschungen durch-
gefiihrt werden. Sind dagegen vor einem Eliminationsschritt alle Eintrage in der Pivotspalte
0, so ist A singulér.

Der Aufwand der Gauk-Elimination betriigt n®/34+0(n?) Multiplikationen und Divisionen.
Wenn man zusétzlich die Eintrdge oberhalb der Diagonalen eliminiert, betragt der Aufwand
n3/2 + O(n?) Multiplikationen und Divisionen.

1.4 Dreieckszerlegungen

Sei A € C™*™ eine Matrix, fiir die die Gaufs-Elimination mit kanonischer Pivotwahl durchge-
fiihrt werden kann. Dann liefert die Gaufk-Elimination eine Zerlegung A = LR in eine linke
untere Dreiecksmatrix L mit Einsdiagonale und eine rechte obere Dreiecksmatrix R. Ferner
ist diese Zerlegung eindeutig bestimmt. Diese Zerlegung heiftt L R-Zerlegung oder Dreiecks-
zerlegung.

Lasst man Vertauschungen zu, so gilt: Ist A regulér, so existiert eine Permutationsmatrix
P, so dass PA = LR. (L und R haben die Eigenschaften wie oben.) Ansonsten existieren
Permutationsmatrizen P und @, so dass PAQ = LR. P und @ sind im Allgemeinen nicht
eindeutig bestimmt; L und R ebenfalls nicht.

Die Gauf-Elimination und die LR-Zerlegung (ob mit Permutationen oder ohne) haben
denselben Aufwand. Die Gauf-Elimination arbeitet jedoch sofort mit der rechten Seite. Die
L R-Zerlegung ist dann effizienter, wenn das Gleichungssystem fiir mehrere rechte Seiten geldst
werden muss.

Sei A reguldr und A = LR. Dann kann R in das Produkt DU zerlegt werden, worin D eine
Diagonalmatrix und U eine rechte obere Dreiecksmatrix (also wie R), aber zusétzlich mit Eins-
diagonale ist. Diese Zerlegung heifft LDU-Zerlegung. Sie kann analog mit Spaltenpivotsuche
fiir PA = LR = LDU formuliert werden.

Sei A = (a;) € C™*™. Dann heifit A, := (a)i<ik<r € C™*" die Hauptuntermatrix der
Ordnung r von A und det A, der Hauptminor der Ordnung r von A. Die Gauf-Elimination
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ist genau dann mit kanonischer Pivotwahl fiir A durchfithrbar, wenn det A, # 0 fiir alle
r=1,...,n— 1. Dieser Satz ist fiir die Numerik nicht besonders hilfreich, weil die Forderung
det A, #£ 0 nicht effizient getestet werden kann. Aufierdem ist die Spaltenpivotsuche auch bei
solchen Matrizen numerisch ,besser*.

1.5 Matrizen spezieller Struktur

Eine Matrix A = (a;;) € C™*™ heifst strikt diagonaldominant, wenn

n

> awl <lai| Vi=1,...,n.
k=1, k#i

Dann ist A regulédr, und die Gaufs-Elimination kann mit kanonischer Pivotwahl durchgefiihrt
werden, wobei alle Restmatrizen A" strikt diagonaldominant sind.

Eine symmetrische (hermitesche) Matrix A = (a;x) € R™" (A = (a;) € C™™) heift
positiv definit, wenn

gTAz >0 VzeR"\ {0} (z*Az>0 VzeC"\{0}).

Sie heiflt positiv semidefinit, wenn auch Gleichheit herrschen darf. Positiv definite Matrizen
sind regulér.

A € C™™ ist genau dann positiv definit, wenn die Hauptuntermatrizen A, fiir alle r =
1,...,n positiv definit sind. Ferner folgt aus der positiven Definitheit, dass a; > 0 fiir alle
i =1,...,n und dass die Restmatrizen A") fiir alle r = 1,...,n — 1 positiv definit sind.
Insbesondere ist der Gaufl-Algorithmus mit kanonischer Pivotwahl durchfithrbar.

Auch wenn bei strikt diagonaldominanten und positiv definiten Matrizen die Gaufk-Eli-
mination mit kanonischer Pivotwahl moglich ist, heiftt das nicht, dass sie numerisch giinstig
ist.

Fiir eine symmetrische (hermitesche) Matrix A € R™*" (A € C™") gilt: A ist genau

dann positiv definit, wenn sie eine LDU-Zerlegung mit d;; > 0 fiir alle ¢ = 1,...,n besitzt.
Insbesondere gilt dann U = LT (U = L*). Auferdem ist A ist genau dann positiv definit,
wenn det A, > 0 fiir alle r = 1,...,n, d. h. alle Hauptminoren sind positiv.

Fiir eine Matrix A € C™*" gilt: A ist genau dann positiv definit, wenn eine rechte obere
Dreiecksmatrix C' mit positiven Diagonaleintragen existiert, so dass A = C*C. Diese Zerlegung
ist eindeutig und heift Cholesky-Zerlegung von A.

Existiert eine Cholesky-Zerlegung A = C*C, so gilt fiir die LDU-Zerlegung A = LDL*
mit positiven Diagonaleintrégen von D. Der Zusammenhang ist durch C* = Lv/D gegeben.

Die Cholesky-Zerlegung kann direkt berechnet werden: Aus A = C*C folgt

n
aik:ZEjiCjk Vi,k=1,...,n.
j=1

Daraus folgen sofort die Formeln

i—1 1/2 1 k—1
2 _ .
Cii — Qg5 — E ’Cji‘ N Clk:c— Al — E Cjicjk Vz,kzl,...,n.
) -
J=1

Jj=1
Die Eintrdge von C' konnen mit diesen Formeln in der Reihenfolge ci1, ¢i19,...,c1n, €20,
€23y +++,Cony - .., Cnn Destimmt werden.
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Sei A € R™™ (A € C™"™) eine symmetrische (hermitesche) Matrix, fir die die Gauk-
Elimination mit kanonischer Pivotwahl moglich ist. Dann sind alle Restmatrizen symmetrisch
(hermitesch), und in diesem Fall halbieren sich Speicher- und Zeitaufwand etwa.

Eine Matrix A € C™*™ heikt eine Dreibandmatrix, wenn a;, = 0 fiir alle i,k = 1,...,n
mit |¢ — k| > 1. Fiir eine solche Matrix sei die Gauf-Elimination mit kanonischer Pivotwahl
moglich. Dann alle Restmatrizen sowie die Faktoren L und R Dreibandmatrizen. Die inverse
Matrix A~! ist im Allgemeinen jedoch vollbesetzt.

1.6 Zusammenfassung

Wir betrachten ausschliefslich lineare Gleichungssysteme mit quadratischer, reguldrer Matrix
iiber R oder C. Diese sind immer eindeutig losbar.

Gleichungssysteme mit linker unterer oder rechter oberer Dreiecksmatrix heifsen gestaffelt.
Sie kénnen leicht durch Vorwérts- oder Riickwértseinsetzen gelést werden. Die Idee der Drei-
eckszerlegungen ist es, das Losen eines Gleichungssystems auf das Losen zweier gestaffelter
zuriickzufiihren.

Eine LR-Zerlegung von A nennen wir das Paar (L, R) mit A = LR, so dass L eine linke
untere Dreiecksmatrix mit Einsdiagonale und R eine regulére, rechte obere Dreiecksmatrix
ist. Besitzt A eine LR-Zerlegung, so ist diese eindeutig bestimmt. Sie existiert genau dann
nicht, wenn im Algorithmus ein Pivotelement verschwindet. In diesem Fall kann man eine
Spaltenpivotsuche durchfithren, die grundsétzlich numerisch besser ist.

Eine P-LR-Zerlegung von A nennen wir das Tupel (L, R, P) mit PA = LR, so dass L
eine linke untere Dreiecksmatrix mit Einsdiagonale, R eine regulére, rechte obere Dreiecks-
matrix und P eine Permutationsmatrix ist. Sie existiert genau dann, wenn A regulér ist. Sie
ist eindeutig, wenn man im Algorithmus festlegt, wie man bei gleich groffen Pivotelementen
verfahrt.

Eine LDU- bzw. P-LDU-Zerlegung von A nennen wir das Tupel (L, D,U) bzw. (L, D, U,
P) mit A= LDU bzw. PA = LDU, so dass L eine linke untere Dreiecksmatrix mit Einsdiago-
nale, D eine reguldre Diagonalmatrix, R eine rechte obere Dreiecksmatrix mit Einsdiagonale
und P eine Permutationsmatrix ist. Der Zusammenhang zur LR- bzw. P-LR-Zerlegung ist
einfach durch R = DU gegeben.

Ist A symmetrisch (hermitesch), so gilt U = LT (U = L*) fiir die LDU-Zerlegung. Ist PA
symmetrisch (hermitesch), so gilt U = LT (U = L*) fiir die P-LDU-Zerlegung. Ist A sogar
positiv definit, so existiert eine LR- und LDU-Zerlegung, es gilt U = LT (U = L*) wie zuvor,
und die Diagonaleintriage von D sind positiv (insbesondere reell). Genau dann existiert auch
eine Cholesky-Zerlegung A = C*C mit einer rechten oberen Dreiecksmatrix mit positiven
Diagonaleintrigen. Es gilt C* = Lv/D. Die Cholesky-Zerlegung wird iiblicherweise allerdings
direkt mit den Formeln berechnet.

Hat A eine gewisse Bandstruktur, so besitzen auch die Dreiecksmatrizen L, R und U sowie
der Cholesky-Faktor C diese Bandstruktur. Das ist niitzlich zur Speicherung der Matrizen.
Allerdings miissen die Faktoren nicht schwach besetzt sein, nur weil A schwach besetzt ist.

2 Fehlertheorie

2.1 Fehlerarten

e Problembedingte Fehler: Idealisierungsfehler: Das Modell ist bereits nur eine Ndaherung.
Datenfehler: Die Eingabedaten sind durch Messfehler ungenau. Wie wirken sie auf die
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Losung? Das héangt von der Kondition des Problems ab.

e Durch numerisches Rechnen bedingte Fehler: Diskretisierungsfehler: Kontinuierliche wer-
den durch diskrete Grofen ersetzt. Abbruchfehler: Iterationen werden nach endlich vielen
Schritten abgebrochen. Wie grof ist der Fehler? Rundungsfehler: Der Computer rechnet
nur mit endlich vielen Stellen. Wie pflanzen sich die Fehler fort? Das héngt von der
Stabilitéit ab.

Eine Faustregel ist: Das Ergebnis wird brauchbar sein, wenn das Problem gut konditioniert ist
und der Algorithmus stabil ist. Je schlechter das Problem konditioniert ist, desto ausgefeilter
muss der Algorithmus gewéhlt werden, um eine brauchbare Losung zu liefern.

Ist das Problem schlecht konditioniert: Formuliere es in ein dquivalentes Problem um, das
besser konditioniert ist. Ist der Algorithmus nicht hinreichend stabil: Formuliere die Rechen-
schritte um oder wahle einen anderen Algorithmus.

2.2 Absolute und relative Fehler, Normen

Seien z € C eine exakte Grofe und = + Az € C eine Naherung fiir . Dann heifen |Az| der
absolute Fehler der Naherung und |Az|/|z| der relative Fehler der Ndherung (falls = # 0).
Fiir einen C-Vektorraum X heifst eine Abbildung [|-||: X — [0, 00) eine Norm auf X, wenn
|z]| = 0 <= 2z = 0 (Definitheit), |az| = |a|||z| (Homogenitit) und ||z + y|| < [|z| + [|y]|
(Dreiecksungleichung) fiir alle z,y € X und a € C gilt.
Fiir X = C" sind die Eins-Norm, die Euklid-Norm und die Maximumnorm gegeben durch

n n 1/2
2l =" laal, ]l = (Z \fci!2> , Nollos == max{|zi| [i=1,... n}.

i=1 i=1

Allgemeiner ist fiir jedes p € [1,00) die Abbildung =+ (3.1, |#;|?)'/P eine Norm.

Der Vektorraum X = C™*" besteht aus den m x n-Matrizen, die wir als lineare Abbil-
dungen auffassen. Dann ist der Definitionsbereich X7 = C™ und der Zielbereich Xy = C™.
Versehen wir X; und Xy mit Normen || - ||y und || - [|(2), so definieren wir die von diesen
Normen induzierte Matrixnorm (Abbildungsnorm) durch

_ _ o [ Az (2)
lub1 2)(A) = | All(1,2) = sup{[[Az[|) | 21y = 1} = sup el |* #0¢.
Seien || -[[, || |1y und || - [|(2) jeweils beliebige Normen auf C™*", C" und C™. Dann heifst
die Matrixnorm || - || vertriglich mit dem Vektornormenpaar (| - |1y, || - ll¢2)), falls

[Az|l2) < [|AHlz]lqy YVAeC™™ VaelC".

Es gilt: Die vom Paar (|- |[(1), || - |l(2)) induzierte Norm |- ||(; 9) ist vertréglich mit diesem Paar.
Sei || - || eine beliebige Norm auf C™*". Sie heift submultiplikativ, falls

IAB|| < |A||B] VAeT™P VBeCr,

Es gilt: Jede induzierte Norm ist submultiplikativ.
Wir definieren durch

n n
JAlL = wlax " laiel . Al == Ve(A7A), [ Allos = mix > Jau]
T =1 k=1
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die Spaltensummennorm, Spektralnorm und Zeilensummennorm, wobei
o(B) := max{|A| | A € C ist Eigenwert von B}

der Spektralradius der quadratischen Matrix B ist. Die drei Normen sind induziert von den

Vektornormenpaaren (|| - [|1, ]| - [[1), (|| - ll2, |l - ll2) und (|| « [|oo, || * ||oc); Was die Schreibweisen
rechtfertigt.

Norméquivalenz (vgl. AmV): Auf jedem endlich-dimensionalen Vektorraum X sind je zwei
Normen || - ||y und || - [|(2) &quivalent, d.h. es existieren Konstanten Cy, C* > 0 mit

Cillzlly < llzlle) < C¥[lzllqy Vre X.

Damit folgt, dass die Normen || - [|1, || - |2 und || - ||co auf dem C™ &quivalent sind, und es gilt
1 1
lzllz < llzll < V2, ﬁllx\ll < lllz < fl2lly s Szl < llzfleo < llly
1
[2]loe < {lzfl < nfl2flo [zl < llzllz < VR llzlles,  —=lzll2 < [zl < [l2]l2-

Vn
Alle Konstanten sind scharf.
Ebenso folgt, dass alle Normen auf C™*" dquivalent sind. Sind insbesondere || - [|(1 ;) und
Il H(272) zwel Matrixnormen, die von den Vektornormpaaren (||- H(l), I|- ”(1)) und (||- ”(2), Il H(2))
induziert sind, fiir die Ci[|z[|(1) < [|2]l2) < C*[|x|() scharf ist, so gilt

Azl _  C*lAzllgy

1A]l(2,2) = sup < = = 1Al -
@2 =0 lzll2) ~ 220 Cillzllay — Ck (L)
Auch diese Abschéatzung ist scharf.
Seien || - ||y und [ - [|(2) zwei beliebige Vektornormen, |- || 9) ihre induzierte Matrixnorm
und || - || irgendeine Matrixnorm, die mit dem Vektornormenpaar vertréglich ist. Dann gilt

Al = |All1,2) VA €C™,

d. h. die induzierte Norm ist die kleinste unter allen vertrédglichen Normen.

Durch
[AllF = (ZZ |aik|2> = \/Spur(A4A*A)
i=1 k=1
wird eine submultiplikative und mit der Euklidnorm vertragliche Matrixnorm definiert, die
sog. Frobeniusnorm. Mit dem vorigen Satz gilt dann ||All2 < ||A||F.

Storungssatz: Seien A, B € C"*", A regulér, || - || eine submultiplikative Matrixnorm und
|A~1B]|| < 1. Dann ist A 4+ B reguliir, und fiir die Inverse gilt
A
A+B) | <AL
Joas my < A

Hierbei ist B eine Storung von A, und wenn B hinreichend klein ist, ist auch die gestorte
Matrix A 4+ B noch invertierbar. Die Menge der invertierbaren Matrizen ist also offen in
C™ ™ was nicht von der Wahl der Norm abhéngt.

Ist A € C™" mit p(A) < 1, so ist I — A regulér, und die Inverse kann als Neumannsche
Reihe in der Form

(I—A)t= f: AF
k=0

geschrieben werden. Diese Reihe ist absolut konvergent.
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2.3 Kondition eines Problems

Seien f: [a,b] — R stetig differenzierbar und z,z + Ax € (a,b). Ist K ein kompaktes Teilin-
tervall von (a,b), das  und z + Az enthélt, dann ist f’|x beschrankt. Es gilt also

|fx+ Az)| < |f(x)| + |max f'|k | |Az].

Problem fiir die Numerik: f’ kann trotzdem beliebig grof$ sein.
Die Taylorformel motiviert sofort die Abschiatzung f(z + Az) — f(z) =~ f'(z)Az, so dass
wir definieren:

|Az| = abs. Datenfehler, % = rel. Datenfehler,
x
|f(z + Az) — f(z)| = abs. Resultatsfehler fla +|?($))|_ 1 (@) = rel. Resultatsfehler,
x
/
|f/(:17)‘ = abs. Verstéark.faktor , |T}f((x)|)| = rel. Verstark.faktor.
x

Die Zahlen | f'(z)| bzw. |z f'(x)/f(z)] sind ein Maf dafiir, wie sich absolute bzw. relative Fehler
in den Daten auf das FErgebnis auswirken. Sie heifsen absolute bzw. relative Konditionszahlen
der Aufgabe, f(x) zu berechnen.

Fiir eine reguldre Matrix A € C™*"™ heiftt

cond(A) = [|A|| |A~

die Kondition beziiglich || - ||. Wir schreiben cond;, conds, usw., wenn die Kondition beziiglich
der Norm || - ||1, || - ||2, usw. gemeint ist.

Es gelte Az = b mit reguldrer Matrix A € C™*" und rechter Seite b € C™ \ {0}. Beide
Daten werden durch AA € C™™ und Ab € C" gestort, so dass cond(A)||AA|/|| Al < 1 ist.
Dann ist das gestorte Gleichungssystem (A4 AA)¢ = b+ Ab eindeutig 16sbar, und der relative
Fehler der Losung & € C™*™ kann gegen die relativen Datenfehler in der Form

|€ =« . cond(A) <HAAH HAbH>

ol = 1= cond(4)IEAT\ TAT © o]

abgeschétzt werden. Wenn der Nenner fast 1 ist, dann entspricht cond(A) der relativen Kon-
ditionszahl der Aufgabe, das Gleichungssystem Ax = b zu l6sen.
Die folgende Matrix A, € R?*2 ist fiir alle a > 0 reguliir, und es gilt

_ (1+4a 1 IR A B
A“"( 1 1) = _a<—1 1+a>'
Weiter ergibt sich ||A4]lcc = 2+ a und |47 |l = (2 +a)/a, d.h. conde(Ay) = (2 + a)?/a.

Fiir a < 1 ist A, fast singuldr und entsprechend gilt cond(A,) > 1. Fiir € > 0 gilt weiter

[AAlle — (2+a)e
| Aalloo a

AA = (g 8) —  ||AAfw =c => condeo(A,)
Es gelte wieder Az = b mit reguldrer Matrix A € C™*™ und rechter Seite b € C™ \ {0}.
Fiir ein £ € C™ heifst r := A — b € C" das Residuum zu €. Dann gilt
7]

¢ =
< cond(A)+— .
El S
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Ist £ eine Naherung eines Losungsalgorithmus, dann stellt ein kleines Residuum nur dann eine
gute Néherung sicher, wenn cond(A) nicht zu grof ist.

Seien nun U C R™ offen, f: U — R™ stetig differenzierbar und z1,...,z, € R gegebene
Daten. Es sollen die m Ergebnisse f;(z1,...,2,) fiir i = 1,...,m berechnet werden. Dann gilt
mit der Taylorformel

" —0f,(x) Axy,

Ay; = fi(z + Azx) — fi(x) = i

= Ay=Js(z)Ax.
k=1

Daraus folgen in erster Naherung die Abschéitzungen

- ofi(x
TS S LELCA VG lagl < [ T@I| A,
—1 al'k ——
e _. (abs)
(abs) =K (‘T)
=:hy ()
[Avi| _ S |0fi(x) @ | |Azy 1Ayl _ [ @) ] 1Az]
lyil — = | On fix)| okl Iyl = lf@I [
—_———— —_———
=: K}Z(;;el) () = "i(ml)(x)

Die Kappas heilen absolute und relative Konditionszahl und partielle Konditionszahlen der
Aufgabe, f(z) zu berechnen. Sie heift gut konditioniert, wenn die Konditionszahl(en) in der
Grofenordnung von 1 liegt /en, ansonsten schlecht konditioniert.

Fiir die Addition zweier reeller Zahlen z1 und xy gilt beziiglich || - ||;
D) () = 21| + 22| > 1.
|z1 + T2

Es ist x(")(z) = 1, falls z; und x5 das gleiche Vorzeichen haben. Die Addition ist ebenfalls
gut konditioniert, wenn einer der Summanden betragsméafbig viel grofier ist als der andere
Summand. Aber:

Die Aufgabe, die Summe 1 + z2 zu berechnen, wenn x; ~ —xq gilt, ist extrem schlecht
konditioniert. Es kommt zur katastrophalen Ausléschung fithrender Ziffern. Das kann sogar so
weit gehen, dass keine einzige Ziffer des Ergebnisses mehr korrekt ist.

Dieses Problem gilt es immer zu vermeiden. Ein Beispiel ist die Funktion

1 1—-1¢

M= 159

fiir 0 <t < 1. Fiir t — 0 konvergieren beide Briiche gegen 1, und zwar beide von unten. Fiir
t = 1075 erhalten wir auf 50 Ziffern genau

1
157 100 = 0,99999800000399999200001599996800006399987200025600 ,
1—-1076 |
105 0,99999800000199999800000199999800000199999800000200 .

Wiirde man nur mit 15 Stellen (ungefdhr Matlab) rechnen, dann ergébe sich

£(107%) = 0,000000000002000,
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also nur noch 4 (!) signifikante Stellen.
Multiplikation und Division sind gut konditioniert beziiglich relativer Fehler. Demnach ist
die zum vorigen Beispiel analytisch dquivalente Funktionsvorschrift

22

N (T

numerisch stabil, und man erhélt einen auf 15 Stellen genauen Wert:
£(107%) = 1,99999400001400 - 10712

Ein zweites Beispiel sei das Losen der quadratischen Gleichung y? — z1y + 22 = 0 nach y
fiir gegebene w1, 2. Bekanntlich lassen sich die Losungen yi.,2 durch

x 1\ 2
Y12 = fre(r1,22) = 71 + (71) — T3

bestimmen. Die Jacobimatrix ldsst sich zu

1 yl —1
J = —
f($) Y1 — Y2 <—y2 1 >

berechnen, und deren Eintrége werden grofs, wenn g1 ~ y». Es ergibt sich also: Das Nullstel-
lenproblem ist schlecht konditioniert, wenn die Nullstellen nahe beieinander liegen.
Ist hingegen |z2| < |z1|, dann gilt

-3~ (3)
1 =\{5) =\ (5) —=2,
2 2 2
d. h. bei einer der Formeln fiir y; oder ys tritt Ausléschung auf, d. h. das Ergebnis ist schlecht,
obwohl das Problem gut konditioniert ist. Das bedeutet, der Algorithmus ist schlecht, d.h.
nicht stabil.

Die Kondition héngt nur vom Problem ab und beschreibt die intrinsche Schwierigkeit.

Auch wenn es gut konditioniert ist, kann es Algorithmen geben, die stabil sind, und solche,
die es nicht sind.

2.4 Zahldarstellung, Maschinenzahlen, Gleitkommaarithmetik
Zu einer Zahl z € R heifst

o0 o0
T = iZailoK_i = +10% ZailO_i
=1

i=1

eine exakte dezimale Gleitkomma-Darstellung von z. Die Zahl B = 10 heift Basis der Dar-
stellung, und 0,ajaz2as--- mit a; € {0,...,9} und K € Z heifen Mantisse und Exponent von
x. Die Darstellung heiftt normalisiert, falls a; # 0, und sie ist eindeutig bestimmt, wenn nicht
a; = 9 fiir fast alle 7 € N gilt.

Andere gebréuchliche Basen sind B = 2 mit Ziffern {0,1} (Dual- oder Binérsystem),
B = 8 mit Ziffern {0,1,...,7} (Oktalsystem) und B = 16 mit Ziffern {0,1,...,9,A,B,... F}
(Hexadezimalsystem).

10
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Auf einem Computer sind nur endlich viele a; speicherbar, d.h. aq,...,ay fiir eine ge-
gebene Mantissenléinge M € N. Auch an den Exponenten K gibt es eine Einschrankung der
Form K, < K < K* mit K,, K* € Z.

Fir B,M € N, B # 1 und K,, K* € Z heifst

M (B, M,K* K,) = {j:(O,alag --an)p - BE
ae{0,1,.... M—13Vi=1,....M, a1 #0, K, <K < K*, Kez}u{o}

die Menge der (normalisierten) Maschinenzahlen. (Anmerkung: Natiirlich werden im IEEE-
Standard auch denormalisierte Darstellungen benutzt, um Zahlen kleiner als (0,10---0)p -
B%« zu speichern. Deshalb ist die definierte Menge .# nicht, wie im Skript behauptet,
der volle Maschinenzahlenbereich. Wer es ganz genau wissen will, der schaue sich einfach
http://754r .ucbtest.org/standards/854.html an.)

Eine ,yverniinftige* Abbildung rd: R — .# heift Rundung auf die ndchste Maschinenzahl.
Eine solche verniinftige Rundung erfiillt die Fehlerschranken

@) — o] _ 1y

1
rd(z) — 2| < §BK(m)_M und 2] 5

=:eps.
eps heikt Maschinengenauigkeit, und fiir B = 2 gilt eps = 27 Man berechne zum Testen
mit Matlab log(eps)/log(2).

Wichtig ist, dass bei jeder Operation wie +, —, - oder : gerundet werden muss, weil das
exakte Ergebnis i.a. keine Maschinenzahl ist. Das fiihrt dazu, dass das Assoziativ- und das
Distributivgesetz nicht mehr erfiillt sind. Sind ¢ und b Maschinenzahlen, so bezeichnen wir
mit a H b die Maschinenzahl, die der Summe am néchsten liegt, also B: .# x .# — .# mit
aBb:=rd(a+b). Ebenso B, [J, usw.

Ferner gilt fiir gerades B, also auch fiir B = 2, die wichtige Beziehung

eps=min{a € .# | 1Ba>1}.

2.5 Stabilitdt (Gutartigkeit) eines Algorithmus

Wir betrachten eine Rechenvorschrift (Algorithmus), die aus gegebenen Daten z1,. .., z, die
gesuchten Grofen yi, ..., Y, berechnet, die durch Funktionen y; = fi(x1,...,2,) gegeben
sind. Durch die Rundung der Daten rechnet der Algorithmus jedoch mit x + Az, wodurch
ein verzerrtes Ergebnis y + Ay berechnet wird. Dies fiihrt zu einem unvermeidbaren relativen

Fehler fiir y;, der durch
eps Z m rel

abgeschétzt werden kann.

Durch die Gleitkomma-Arithmetik berechnet der Computer allerdings m statt
f(x+ Az). Es entsteht also ein zusétzlicher Algorithmusfehler, und fiir den relativen Gesamt-
fehler folgt

I/ @) ~[fa+ Al _ [1f(@) — fa+ Ax)l|  |If (@ + Az) ~[J{e + Aa]]]
Hf( )l B Hf( )l If (z + Az)]]

If(x) — flz+ Az)|| |[f(z + Az) — [f{z + Ax)]|
1/ ()l 1/ (x + Az)]] '

+

11
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Darin ist der erste Summand der unvermeidbare relative Fehler, der zweite der relative Algo-
rithmusfehler und der dritte das Produkt aus beiden.

Wir nennen einen Algorithmus stabil (gutartig), wenn der Algorithmusfehler nicht von
groferer Ordnung als der unvermeidbare Fehler ist.

Auch wenn es zur Stabilitdt nicht viel mehr Allgemeines zu sagen gibt und der Abschnitt
daher sehr kurz ausfillt, ist sie dennoch eines der wichtigsten Begriffe bei numerischen Algo-
rithmen.

2.6 Zusammenfassung

Wichtig sind die Eins-, Euklid- und Maximumnorm auf dem C" und die von ihnen induzier-
ten Matrixnormen, namlich die Spaltensummen, Spektral- und Zeilensummennorm. Sie sind
jeweils submultiplikativ und mit der Vektornorm vertraglich.

Im Allgemeinen berechnet man ein y in Abhéngigkeit von z1,...,x,. Wir betrachten das
Problem als gut konditioniert, wenn bei exakter Rechnung kleine Verdnderungen der x; auch
nur kleine Verdnderungen des y mit sich bringen. Wir betrachten fiir n = 2 die Addition
Yy = o1 + xy. Stéren wir 1 um &, so erhalten wir

|(x1 +e+4x)— (11 —|—x2)| = |le],

d. h. der absolute Ausgangsfehler ist gleich dem absoluten Eingangsfehler — also ist das Problem
absolut gut konditioniert. Fiir den relativen Fehler gilt jedoch

€
T+ x2

(x1 + €+ x2) — (71 + 22)
T+ x2

Y

und dieser kann beliebig viel grofer als € sein. Das Problem ist relativ schlecht kondioniert,
wenn xi + xo = 0.

Noch einmal: Es ist unbedingt zu vermeiden, dass fast gleich grofte Zahlen (mit demselben
Vorzeichen) voneinander subtrahiert werden. Allerdings tritt dieser Fall z. B. beim numerischen
Differenzieren fast immer auf, so dass dieses Problem schlecht konditioniert ist.

Die Kondition von Gleichungssystemen héngt von der Matrix ab. In der Regel betrachtet
man dazu die Kondition cond(A) = ||A||[|A~}|| der Koeffizientenmatrix A.

Datenfehler entstehen vor Beginn eines Algorithmus, weil die Daten nicht exakt vorgegeben
sind, und wihrend des Rechnens, weil es nur endlich viele speicherbare Zahlen (Maschinen-
zahlen) gibt. Daher muss nach jeder Rechenoperation gerundet werden. Ein Algorithmus heifst
stabil, wenn er der Kondition des Problems entsprechend verwertbare Ergebnisse liefert. Hat
ein Problem die Kondition 10, dann hoffen wir, dass ein Algorithmus die Datenfehler nicht
mehr als um den Faktor 100 verstérkt.

3 Interpolation und numerische Integration

Von einer Funktion, beispielsweise f: [0,10] — IR, seien nur die Funktionswerte f(0), f(1),
f(2),..., f(10) bekannt. Kann man Riickschliisse auf den Verlauf der Funktion ziehen? Kann
man die Funktion insbesondere ndherungsweise zeichnen? Man kann die gegebenen Funk-
tionswerte mit geeigneten Funktionen interpolieren (Polynome, Sinus und Cosinus, Splines,
usw.). Kann man diese einfacheren Funktionen verwenden, um die urspriingliche Funktion zu
integrieren?

12
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3.1 Polynominterpolation

Problemstellung: Gegeben seien n + 1 Stiitzstellen tg,...,t, € R und n + 1 Stiitzwerte
Yo, - - -, Yn € R. Gesucht ist ein Polynom p,, € IT,, (Vektorraum der Polynome vom Héchstgrad
n) mit p,(t;) = y; fir alle i =0, ..., n.

Schreibt man ein solches Polynom als py,(t) = > ;_, ajt*, so entsteht aus den Forderungen
pn(t;) = y; fiir alle i = 0,...,n ein Gleichungssystem

1 tg --- t(} ao Yo
Lty -t} a Y1
1 tn e tﬁ Gnp, Yn

Die Koeffizientenmatrix V;, ist eine Vandermonde-Matrix mit Determinante [],-,(tx — t;),
d. h. die Matrix ist reguldr, wenn die Stiitzstellen paarweise verschieden sind. In diesem Fall
ist also die Polynominterpolationsaufgabe eindeutig 16sbar, und das Polynom p, heifst das
Interpolationspolynom.

Der Grad von p, kann natiirlich auch kleiner als n sein. Ferner ist fiir jedes Polynom ¢
auch p,(t) + q(t) [[;=o(t — t;) ein interpolierendes Polynom, aber von groferem Grad als n.
Das Losen des Gleichungssystems ist allerdings kein guter numerischer Algorithmus, weil die
Matrix schlecht konditioniert ist, wenn z. B. zwei Stiitzstellen nahe beieinander liegen.

Sind die tg,t1,...,t, € R paarweise verschieden, so definieren wir durch
— Uk
lin(t) == H s Vk=0,...,n und wyyi(t):= H(t —t;)
k=0, k#1i 1=0

das i-te Lagrange-Grundpolynom und das Knotenpolynom zu den Stiitzstellen tg,t1,..., ;.
Damit folgt:

e Es gilt die Darstellung

1 t

Wy (t) t—t

e /; , ist ein Polynom vom Grad n mit ¢; ,(t;) = ;5. Es 16st also die Interpolationsaufgabe

l
Ui n(ti) =1 und ¢; () = 0 fiir alle k # 4.
o &, = (t%¢, ... t") und £, = (on,l1n,---,lnn) sind Basen des II,,, und die Vander-
monde-Matrix V,, wirkt als Basiswechselmatrix, d. h. ist p € II,, ein beliebiges Polynom,
so gilt

Valple, = [ple, »

wobei [ple, und [p]e, den Koordinatenvektor von p beziiglich &, und £,, bezeichnen.

e Das Polynom

pn(t) = Z yi&vn(t) = wn+1(t) Z % 1
=0

il () t—ti

16st die Interpolationsaufgabe und heiftt das Interpolationspolynom in Lagrangescher
Darstellung.

13
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e Es gilt
n
Zem(t) =1 VteR,
denn links steht ein Interpolationspolynom in Lagrangescher Darstellung mit yg = ... =
yn = 1, und rechts steht das Interpolationspolynom explizit, ndmlich identisch 1.

Seien C' # 0 und ¢, = C/w;, (t;) fiir k = 0,...,n. Dann gilt fiir das Interpolationspoly-

nom die Formel
Cz nyz Cin
t 9
min =3 /ZH;

welche seine baryzentrische Darstellung heﬁ%t.
Um einzusehen, dass dies tatséchlich ein Polynom vom Grad n liefert, berechnen wir mit
den vorigen Eigenschaften

2": Cin C C & W1 (t)
i=0 t— t'l i=0 +1(t )(t — 1 ) O.)n+1(t) i=0 w;b-i—l(t'l)(t - t'l

N Wn+1 (t) '

Dann folgt

n

Wi 1 () o= CinYi w +1
pn(t): nC Ztl_ntizzyi / 7 t—t Zylln ’
=0

i=0 Wt

was auch die Korrektheit zeigt.

Seien wie zuvor tg,...,t, paarweise verschiedene Stiitzstellen und yo,...,y, Stiitzwerte.
Fiir k=0,...,nund ¢ =0,...,n —k sei p;  das Interpolationspolynom vom Grad k, das die
Werte v, ..., y;1k auf den Stellen t;, ..., ;1 interpoliert. Dann kann das Interpolationspoly-

nom p,, mit dem Neville-Aitken-Algorithmus

pio(t)
Pik(t)

Pn(t) = pon(t)

Yi fir 1 =0,...,n,
(

t—ti)pit1e—1(t) — (t = tivk)Pik—1(t)

fir k=1,...,n, i=0,...,n—k,
Livk — ti

berechnet werden.

Der Algorithmus wird lediglich dazu benutzt, das Polynom an einer festen Stelle t € R
auszurechnen, weil ansonsten Polynome rekursiv zu verarbeiten sind, was zu aufwendig ist.
Allerdings muss die Auswertungsstelle ¢ nicht in der konvexen Hiille der #g, . .., t, liegen; man
spricht dann von Extrapolation, weil das Interpolationspolynom nicht mehr zwischen zwei
Stiitzstellen ausgewertet wird. Fin wichtiger solcher Spezialfall ist ¢ = 0 mit ¢; > 0 fiir alle
1=0,...,n

Wir definieren eine weitere Basis M, = (wo, . .. ,wy) von II,, mit wy(t) = Hfz_ol(t —1t;); das
leere Produkt ist wg(t) = 1. Die beziiglich dieser Basis entwickelte Darstellung

=) wwr(t)
k=0

14
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heifst die Newtonsche Darstellung des Interpolationspolynoms. Wegen wy(t;) = 0 fiir ¢ < k
entsteht ein lineares Gleichungssystem mit linker unterer Dreiecksmatrix

wo(to) Yo Yo
wo(ty) wiltr) nl o (wn
wo (tn) w1 (tn) Tt W (tn) Tn UYn

das mit Vorwartseinsetzen gelost werden kann.
Eine bessere Methode, die das Aufstellen der obigen Matrix umgeht, ist eine Neville-Ait-
ken-artige Rekursion. Es gilt dhnlich wie oben

Yi,0 = Yi fir 1 =0,...,n,
’ylk—%ﬂkl_%kl fir k=1, , 1=0,...,n—k,
tz-l—k — 1
Yk = Y0,k fir k=0,...,n
Man nennt +; 5, die dividierte Differenz der Ordnung k zu t;,. .., t;1. Ist f eine stetige Funktion
mit y; = f(t;) fiir 4 = 0,...,n, so schreibt man auch v;, = f[t;,...,tiyx], und mit dieser
Schreibweise gilt
f[ti]:yi V’L'ZO,...,’I’L,
t; R 2 — fltiy oo tik_
Fltis. o tiag) = Dot = Il bl oy im0,k
livk — ti
n
k=0

Weiter gilt fiir stetiges f die Summendarstellung

fTto, - tn Z f1
Wt

aus der folgt, dass es auf die Reihenfolge der tg,...,t, nicht ankommt, und fiir n-mal stetig
differenzierbares f gilt die Integraldarstellung

flto,...,t / / / Fo <t0+zsz i >d5n - dsydsy

woraus mit dem Mittelwertsatz

£

n!

f[t(],. .. ,tn] =

mit einem £ € [min{to, .ty max{to, ... ,tn}]

folgt.
Fiir (n + 1)-mal stetig differenzierbares f gilt fiir das Restglied der Interpolation

n (n41)
O =2l0) = et T 9 = 2 a0

mit einem & € [min{to, oyt th max{to, . .. ,tn,t}] )

15
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Der Interpolationsfehler kann also durch

’wn-i-l (n+1)
£ =en®] < TR gX\f (©)]
abgeschéitzt werden, wobei wie iiblich £ € [min{to, ..., t,}, max{to,...,tn}].
Die letzten Formeln, genauer die ab der Integraldarstellung fiir dividierte Differenzen, sind
auch korrekt, wenn die Stiitzstellen nicht mehr paarweise verschieden sind. Vor allem gilt

F™(to
flto,.--,to] = (' )
- n!
n—+1 mal
In diesem Extremfall tg =t = ... = t, ist p, das um ty entwickelte Taylorpolynom

nork)
palt) = 3T e
k=0

Hier gilt p,®) (tg) = f®)(to) fiir k = 0,...,n, d.h. das Polynom stimmt zusitzlich in den
Ableitungen an der Stelle ty mit f {iberein — statt nur im Funktionswert.

Weitere Ergebnisse: Das Interpolationspolynom konvergiert fiir wachsendes n i.a. nicht
gegen die stetige Funktion f, nicht einmal punktweise. Statt dessen oszilliert es immer stérker
und stimmt zwar in immer mehr Interpolationspunkten mit f iiberein, hat aber zwischen diesen
vom Verhalten wenig mit f zu tun. Aber: Nach dem Weierstrafsschen Approximationssatz lésst
sich jede stetige Funktion f: [a,b] — R gleichméfig durch Polynome (sogar mit rationalen
Koeffizienten) approximieren; das hat allerdings nichts mehr mit Interpolation zu tun. Der
Vektorraum C%([a,b], R) mit der Supremumsnorm ist damit separabel, weil eine abzihlbare
Teilmenge, namlich der Vekorraum Q[z], dicht liegt.

Wir wollen nun noch einmal systematisch zusétzlich zu den Funktionswerten noch Ablei-
tungen vorgeben. Seien also wieder g, ...,t, paarweise verschiedene Stiitzstellen. Fiir jedes
1=20,...,n gebe nun m; + 1 Werte yi(o), e Yi (mi) vor und suche ein Polynom p,, mit

B t) =y ® VE=0,...,m; ¥Yi=0,...,n

Dann gibt es genau ein Polynom p,, € I, mit m = > 7" ((m; +1) —1 =Y ;m; +n, das
die obige Hermite-Interpolationsaufgabe 16st.

Wir betrachten den wichtigen Spezialfall m; = 1 fiir ¢ = 0,...,n, d.h. f und f’ werden an
den Stitzstellen ¢, ..., t, interpoliert. Fiir (2n + 2)-mal stetig differenzierbares f gilt fiir das
Restglied dieser Interpolation

2

FE2 (&)

Gn g2 o)

f(t) = pons1(t) =
mit einem & € [min{to, oyt th max{to, . .. ,tn,t}] )

In erster Linie werden wir die Interpolation zur Konstruktion von Quadraturformeln benut-
zen. Analog werden sie auch zur numerischen Lésung von Differential- und Integralgleichungen
verwendet. Schon erwédhnt wurde, dass das Interpolationspolynom auch aufserhalb der konve-
xen Hiille der tg,...,t, ausgewertet werden kann; man spricht dann von Extrapolation. Um
verwertbare Ergebnisse zu erhalten, sollte der Auswertungspunkt nicht ,zu weit weg®“ von den
to, ..., 1ty sein.

16



NUMERIK I, THEORIE 3. INTERPOLATION UND NUMERISCHE INTEGRATION

Ein abschliefsendes Beispiel bildet die numerische Differentiation. Fiir eine hinreichend
glatte Funktion f wollen wir f’(z) fiir ein festes & bestimmen, d. h. analytisch

Achtung: Numerisch tritt fiir kleines h immer Ausléschung im Zéahler auf, denn es muss ja
f®+h)— f(xr —h) = 0 fiir h — 0 gelten, d.h. das sture Auswerten von ¢ fiir kleine h ist
nicht stabil. (Zusétzlich ist numerische Differentiation i.a. noch schlecht konditioniert.) Man
kann zeigen, dass eine Annahme der Form

g(h) = f'(x) + ash® + ash* + ...

sinnvoll ist. Dann wertet man ¢ in hg > hy > ... > h, > 0 aus und interpoliert g an den
Stellen h? mit den berechneten Werten mit einem Interpolationspolynom p,. Dann ist der
extrapolierte Wert p,,(0) eine i.a. wesentlich bessere Approximation an f/(x) als g(h) fiir sehr
kleine h.

3.2 Das Hornerschema

Sei pn(t) =co+ci(t —to)+...+cp(t —to) -+ (t —tp—1) mit ¢, # 0 ein Polynom vom Grad n
in der Newton-Darstellung. Um es an einer Stelle 7 auszuwerten, klammere es geschickt in

() = o + <Cl T < , (Cn—l +ep(r — tn_l))(T —tho)- ) (- t1)>(7' —tp)
um. Daraus entsteht sofort der Algorithmus fiir das einfache Hornerschema:
C/n:Cna C?g:Ck“‘C;c—i-l(T_tk) Vk=n-1,...,0, pn(T):CO‘

Das Hornerschema erlaubt ferner eine effiziente Division mit Rest durch einen Linearfaktor
t — 7, denn es gilt

n k—2

Pu(t) = (t = T)pucs(t) +palr)  mit  poa(t) =& [[ (¢~ 1)

k=1 1=0

mit dem Quotienten p,_1(¢t) und dem Rest p,(7) (Polynom vom Grad 0). Im Fall, dass 7 eine
Nullstelle von p,, ist, verschwindet der Rest, und es steht eine echte Zerlegung da.
Formt man die Gleichung in

pn(7) — palt)

= pp_1(t
J— pnl()

um und ldsst ¢ — 7 gehen, so konvergiert die linke Seite gegen p/ (7) und die rechte gegen
Pn—1(7). Wendet man auf p,_1(t) noch einmal das Hornerschema an, so ergibt sich

pn(T) — pal(t)

P— = pn-1(t) = (t = 7)pn—2(t) + pn-1(7),

und mit de I'Hopital sieht man p,,_2(7) = p//(7)/2. Man kann bis zur n-ten Ableitung iterieren

und erhélt schlieflich po(7) = p, ™ (7)/n!. Dadurch entsteht das vollstindige Hornerschema

) =

(0
Cr Ck ,
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Vi:o,...,n,
ckz+1)_c§;)+cl(;:11)( — tpsi) vk:n—l,...,i}

Das Polynom kann damit um eine Stelle 7 entwickelt werden, denn mit der Darstellung als
Taylorpolynom folgt

an t—Tk ZC](CIC—H)(t—T)k.

! k=0

Im Spezialfall tg = ... = t,_1 = 0 stimmt die anfingliche Newton-Darstellung mit der
Standarddarstellung p,(t) = co + c1t + ... + ¢,t™ {iiberein. Dann kann p,, an der Stelle 7
ausgewertet oder um 7 umentwickelt werden.

Im Spezialfall ¢ = ... = ¢,—1 = 0 und ¢, = 1 ergibt sich p,(t) = H;’:_()l(t — t;), und
mit 7 = 0 erhalten wir p,,(t) = Yp_, cx*TV*. Damit sind die Koeffizienten Funktionen der
Nullstellen tg, . ..,t,_1. Fiir quadratische Gleichungen 22 + px + ¢ = (v — x1)(z — x2) liefert

z.B. der Satz von Viéta p = —(z1 + x2) und ¢ = zqx9.
Im Spezialfall to=...=t,_1=—-1,co=...=ch_1 =0, ¢, = 1 und 7 = 0 erhalten wir
k +1),
g%<k>t (1) }:

d.h. mit dem Hornerschema koénnen effizient Binomialkoeffizienten ausgerechnet werden.

3.3 Splines

Die Polynominterpolation hat bei einer grofsen Stiitzstellenmenge das Problem, dass das Inter-
polationsolynom vor allem am Rand stark oszilliert. Eine bessere Idee ist es, zwischen je zwei
Stellen ein Polynom von kleinerem Grad zu verwenden und diese an den Stellen hinreichend
glatt zu verbinden.

Sei nun A = {tg,...,t,} mit a =ty < t; < ... < t, = b eine Knotenmenge. Eine Funktion
s: [a,b] — R heift ein kubischer Spline zur Knotenmenge A, falls s eine C2-Funktion ist
und die Einschrankung s|;, von s auf ein Teilintervall I; = [t;_1,¢;] fir alle ¢ = 1,...,n ein

Polynom vom Héchstgrad 3 ist. (Wer es genau wissen méchte: C2([a, b], R) ist der Vektorraum
aller Funktionen f: [a,b] — R, die auf (a,b) zweimal stetig differenzierbar sind und fiir die f,
f/ und f” rechtsstetig in a und linksstetig in b fortgesetzt werden konnen.)

Ein kubischer Spline besteht also aus n Polynomen vom Hé&chstgrad 3, besitzt also 4n
Freiheitsgrade. An den inneren n — 1 Knoten gibt es jedoch je drei Stetigkeitsbedingungen,
wodurch n+ 3 Freiheitsgrade iibrig bleiben. Die Menge Sa aller kubischen Splines zu A bildet
daher einen R-Vektorraum mit dim Sx = n + 3. Eine mdgliche Basis ist

{1t —to, (¢ = t0)2 (t = 10)s (t = t0) -, (E — ta-)} |

worin fy = max{f,0} fir eine reellwertige Funktion f.

Wir geben nun n + 1 Stiitzwerte yo, ..., y, € R vor und fragen uns, ob es einen kubischen
Spline s € SA mit s(t;) = y; fiir alle i = 0,...,n gibt. Man stellt fest, dass man noch immer
dim Sa — (n+ 1) = 2 Freiheitsgrade hat, d. h. die Losungsmenge ist ein affiner Unterraum der
Dimension 2. Es gibt drei geldufige Moglichkeiten, den Lésung eindeutig zu machen:

18
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e Wir fordern zuséatzlich s”(a) = s”(b) = 0, was zu einem natiirlichen kubischen Spline
fithrt.

e Wir fordern zuséatzlich s'(a) = go und s'(b) = ¢, was zu einem kubischen Hermite-Spline
oder vollstédndigen kubischen Spline fiihrt.

e Unter der Bedingung, dass ohnehin schon yg = ¥y, gilt, fordern wir zusétzlich s'(a) = s'(b)
und s”(a) = s”(b), was zu einem periodischen kubischen Spline fiihrt.

Alle zusétzlichen Forderungen fiihren zu eindeutigen Losungen.

Seien wie zuvor a = tg < t1 < ... < t, =b, yo,-..,yn € R, s € Sa der interpolierende
natiirliche kubische Spline und f € C?([a,b],R) irgendeine interpolierende Funktion. Dann
gilt fiir f # s die Minimaleigenschaft

(LbﬁKﬂth<hébeﬂ2du

d. h. der Spline minimiert in gewissem Sinn die Kriimmung unter allen interpolierenden Funk-
tionen.

Ist s € Sa ein kubischer Spline, so ist s” zumindest noch stetig und stimmt auf jedem Teil-
intervall I; mit einem Polynom vom Hochstgrad 1 {iberein. (Insbesondere ist s” stetig und fast
{iberall differenzierbar, was eine mogliche Charakterisierung des Sobolew-Raums H'([a, b], R)
ist.) Man kann s” auch als Polygonzug bezeichnen. Er wird charakterisiert durch die Momente
M; = §"(t;) fiir i = 0,...,n, die im Folgenden bestimmt werden sollen.

Durch lineare Interpolation ergibt sich zunéchst

M;i(t —tiz1) + M1 (t; — t)

1) = ——
1 1—

Vi=1,...,n.

Zweimalige Integration beziiglich ¢ und Anpassen der beiden Integrationskonstanten, so dass
|1, (ti—1) = yi—1 und sz, (t;) = y; gilt, ergibt

sl () = Lot (y Mgy h?)) p it (y Mo, gy h?))

h; 6 h; 6
mit h; = t; — t;_1 fir ¢ = 1,...,n. Differenzieren nach t ergibt
M yiew  Mi_;
Na@) =2 23— ) — R2) = YL Tl )2 2y
Die Forderung s'|r,(t;) = §'|r,,, (t;) fir ¢ = 1,...,n — 1, was der Stetigkeitsbedingung von s’

in t; entspricht, ergibt

i —Yi—1  Mihy M 1hi  yiv1—yi Migihigr Mihigy
/ ) tz = Yy Yi-1 = — — =5 ) t,l
S ’11( ) hz 3 + 6 hi+l 6 3 S ’IPrl( )
= hiM;—1+2(hi + hit1)M; + hix1 M1 = 6(%—1}—11 — Y Y _hyi_1> .
i+1 i

Fiir den natiirlichen Spline gilt My = M,, = 0, so dass die Momente M,..., M,_1 be-
stimmt werden miissen. Dazu verwenden wir die gerade hergeleiteten n — 1 Gleichungen und
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schreiben sie als lineares Gleichungssystem

2hy + ha)  ho Y2-y1 Y1~ Yo
h2 . . Ml h2 hl
| = s
: hin—1 M, 1 Yn —Yn—1  Yn—1—Yn—2
hn—l 2(hn—1 + hn) hn hn—l
mit einer symmetrischen Dreibandmatrix. Dividiert man die i-te Zeile (¢ = 1,...,n — 1) noch

durch h; + hjy1, so erhalten wir

2 M
. M s[to, t1,t2]
o . .y .

)\n—2 Mn—l S[tn—27 tn—1, tn]
n—1 2
mit \; = hi+1/(hi + hi+1) und p; = hl/(hz + hi+1) =1-)N\firi=1,...,n—1.
Fiir den Hermite-Spline ist i. a. My # 0 und M,, # 0, so dass n+ 1 Momente zu bestimmen
sind. Die beiden zusétzlichen Bedingungen sind

y1 Mihh  yo  Mohy

/
o) = 2L 21 S0 L
M, h Yn—1 M _1h !
/ b)) = @ nlln — Yn n n ! '
Damit erhalten wir
2h1 h1
h1 2(h1 + hg) ha
. My
ho .
: hn—l Mn
hn—1 2(hp—1+hy)  hn Y1 — o
hy, 2h,, h —qo
1
Y2—Y1 Y11= Yo
ho h1
—6 :
Yn — Yn—1 _ Yn—1 — Yn—2
hn hn—l
~ Yn —Un-1
qn 7}%
mit einer symmetrischen Dreibandmatrix bzw. nach Division
2 1
pmo2 N s[to, to, t1]
. . MO S[t07t17t2]
12 . . : —§ :
)\n—2 M, S[tn—27 th—1, tn]
Hn-1 2 An-1 S[tn—la tn, tn]
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Fiir den periodischen Spline iibernehmen wir die Matrix von zuvor ohne die erste und
letzte Zeile und beachten, dass My = s”(tg) = " (t,) = M, gilt. Daher eliminieren wir M
aus dem Losungsvektor und schreiben das hy bzw. pi in die letzte Spalte der Matrix. Die
Bedingung s'(tg) = s'(t,) fiihrt zu einer zusitzlichen Zeile. Damit erhalten wir

2(h1 4+ h2) ho hy
. hn—l
hn—l 2(hn—1 + hn) hn My,
h han 2(hn 4 1) Y2—y1 Y11= Yo

ha hi

=06 Yn — Yn—1 N Yn—1 — Yn—-2

hn hn—l
Y1 Y  Yn — Yn-1
h1 hy,

mit einer symmetrischen diinnbesetzten Matrix bzw. nach Division

2 M M1 [to, 1, to]
. . S|to, 1,02
wy . My .
A—2 - s[t t tn)
M n—2;tn—1,tn
Hn—1 2 An—1 " S[tn—la tn, tO]
An Hn 2

mit A\, = h1/(hyp + h1) und p, = hy/(hy + hy).

Alle Matrizen A (in der Version mit den \; und y;) sind regulér, und sie erfiillen || Al = 3
und ||A7!|o < 1. Damit folgt cond,(A) < 3, d.h. die Gleichungssysteme sind sehr gut
konditioniert, und zwar unabhéngig von der Anzahl und Lage der Knoten. Zur Berechnung
der M; sind nur 5n wesentliche Operationen durchzufithren, und die Gauf-Elimination ist mit
kanonischer Pivotwahl moglich, weil die Matrix strikt diagonaldominant ist.

3.4 Quadratur (numerische Integration)

Fiir eine stetige Funktion f: [a,b] — R ist eine Approximation an das Integral I[f] = f; ft)de
gesucht. Eine solche Quadraturformel hat in der Regel die Gestalt

Qulfl = ainf(tin),
=0

worin die a;, € R Gewichte und die t;, € [a,b] Knoten oder Stiitzstellen heifen. Die Theorie
der Quadratur beschéaftigt sich nun im Wesentlichen damit, wie die Gewichte und Knoten
geschickt gewéhlt werden konnen, so dass der Quadraturfehler klein wird, ohne dass zu viele
Funktionsauswertungen benotigt werden.

Seien f € C([a,b],R), a < top < tin < ... < tpn < bund p, € II,, das eindeutig bestimmte
Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen tgy, ..., t,, und Stitzwerten f(ton),. .., f(tan)-
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Dann kann eine Quadraturformel dadurch konstruiert werden, dass statt f das Polynom p,
integriert wird, und es gilt

Qulf] = ; ( / 0 dt)f(tm) ,

d. h. die Gewichte sind gerade die Integrale iiber die Lagrange-Grundpolynome.

Wir definieren den Exaktheitsgrad einer beliebigen Quadraturformel @Q|[f] als die natiirliche
Zahl m € N, so dass Q[p| = I[p] fur alle p € II,, gilt, aber ein Polynom p,,+1 € Il,,41 mit
QPm+1] # I[pm+1] existiert. Ist die Quadraturformel (wie bei ). «;f(¢;)) linear, so muss
flir den Exaktheitsgrad nur eine Basis des II,, getestet werden. Der Exaktheitsgrad einer
Quadraturformel der Form Qy[f] = > ainf(tin) ist immer kleiner 2(n + 1) und damit
endlich, denn das Polynom p(t) = [l (t — tin)? € 15,41y (Quadrat des Knotenpolynoms)
wird nie exakt approximiert.

Die zuletzt hergeleitete Formel ist optimal im folgenden Sinn: Sind die Knoten tg,, ..., tny
vorgegeben, so erreicht die Quadraturformel @y, [f] = > inf(tin) genau dann den ma-
ximalen Exaktheitsgrad, wenn die Gewichte als «a;, = f; i n(t)dt gewdhlt werden. Dieser
Exaktheitsgrad ist nach der Konstruktion iiber das Interpolationspolynom mindestens n.

Damit die Gewichte nicht vom Integrationsintervall abhéngen, skaliert man fiir gewShnlich
[a,b] z.B. auf [0,1] (oder auch [—1, 1]) um. Mit der Transformation s;, = (¢t;, —a)/(b—a) und
s = (t —a)/(b— a) erhélt man dann

n

1 fe—
ozm:(b—a)/ H ST %kn s
0

Sin — S
k=0, ki in kn

Fiir den Quadraturfehler bei (n + 1)-mal stetig differenzierbarem f gilt

b b
Qi -1 = | [ (pn(t)—f(t))dt‘z / f[tOn,...,tnn1wn+1<t>dt'
b —a n—+2 1n
< (nil)!\\f(%l)”[a,b}/a |wnt1(t)] dt = %HJC(HH)H[CL,@/O g!s—&'n!ds.

Darin bezeichne ||gl|j45 die Supremumsnorm einer Funktion g € C([a,b],R). Diese Fehler-
formel wird meist wie folgt verwendet: Fiir eine bestimmte Quadraturformel sind die Knoten
ton, - - - » tnn bekannt. Der letzte Integralausdruck hangt aber ausschlieflich von den (umskalier-
ten) Knoten ab und kann daher unabhéngig von a, b und f bestimmt werden. Die verbleibende
Schwierigkeit besteht darin, eine gute Abschéitzung fir || f (n+1) (0,4 Zu finden.

Eine wichtige Klasse von Quadraturformeln sind die abgeschlossenen Newton-Cotes-For-
meln. Fiir jedes n € N gibt es genau eine solche Formel, ndmlich die Polynominterpolations-
formel zum &quidistanten Gitter mit ty, = a und t,, = b. Merke: Die Newton-Cotes-Formel
n-ter Ordnung entsteht, indem das Interpolationspolynom auf dem &quidistanten Gitter mit
n + 1 Knoten, unter denen a und b sind, integriert wird.

Fiir n =1 gilt tp1 = @ und t;; = b, und man erhélt die Trapezregel

h

T(f) = 5 (F(@)+ f()) it Febler  |T(f] — I[]| <

b

—a
13 1 s
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wobei h = b — a ist. Fiir n = 2 gilt tgs = a, t12 = (a + b)/2 und t29 = b, und man erhilt die
Simpsonregel

h

11 = 5 (@ + 47 (45

3

)+f(b)> mit Fehler \S[f]—f[fu_ 180

wobei h = (b — a)/2 ist. Wahrend beide Formeln fiir jedes stetige f definiert sind, kann die
Fehlerabschiitzung natiirlich nur fiir C2- bzw. C*-Funktionen formuliert werden.

Diese Formeln sind nur fiir kleine Polynomgrade geeignet, und zwar aus zwei Griinden:
Erstens konvergiert fiir wachsendes n die Folge der Newton-Cotes-Approximationen i. a. nicht
gegen das Integral. Zweitens entstehen bei Polynomgraden n > 8 negative Gewichte, was
numerisch unsinnig ist: Es kann nicht sinnvoll sein, das Integral einer positiven Funktion zu
approximieren, indem in der Mittelung bestimmte Funktionswerte negativ gewichtet werden.
Stichwort: Ausloschung.

Bei den halboffenen oder offenen Newton-Cotes-Formeln ist einer der beiden Randpunkte
oder beide Randpunkte kein Knoten. Diese Formeln sind nicht weiter relevant, mit einer
Ausnahme, ndmlich der Mittelpunktregel

a+b

"

MIf] = hf( ) mit Fehler [ M[f] - I[f]] <
wobei h = b — a ist.

T[f], S[f] und formal auch M|f] entstehen durch Integration des Interpolationspolynoms
vom Grad 1, 2 und formal 0 (durch einen Knoten tog = (a + b)/2 festgelegt). Sie besitzen
also auch mindestens diese Exaktheitsgrade, und tatséchlich gilt sogar: T'[f] und M|f] haben
Exaktheitsgrad 1, S[f] hat Exaktheitsgrad 3. Dies lasst sich auch leicht daran erkennen, dass
der Fehler fiir die entsprechenden Polynome verschwindet. Ferner sind die Fehlerschranken
scharf, d. h. bestmoglich.

Der grofere Exaktheitsgrad ist eine allgemeine Folgerung: Wird eine Quadraturformel
Qn[f] durch Polynominterpolation mit geradem n konstruiert und werden die Knoten sym-
metrisch zu (a + b)/2 gewdhlt, dann hat die Quadraturformel automatisch mindestens Ex-
aktheitsgrad n + 1 (statt nur n). Das ist leicht einzusehen, weil I[p;] = Qu[pr] = 0 fiir alle
pr(t) = (t — (@ +b)/2)* mit ungeradem k € N.

Statt den Polynomgrad zu erh6hen, was wie oben beschrieben i. a. nicht zum gewiinschten
Ziel fiihrt, zerlegt man das Intervall [a,b] in m gleichgrofe Teilintervalle und wendet auf
jedem Teilintervall eine Newton-Cotes-Formel an. Dabei entstehen sog. zusammengesetzte
Quadraturverfahren, und zwar das Trapezverfahren

m—1

Talf) = 55(@) -+ Y flatib) + 570
i=1
mit h = b—a und Fehler | Tn[f] — I[f]] < b " ,

sm[f]:§f<a)+%§:f(a+(2z_1 ?hz o+ 2ih)+ 1 f()

und Fehler ‘Sm[f] — I[f” <

4
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und das Mittelpunktverfahren
Molf] = h;f<a+ (z - 5)/1)

b—a
m

mit h= b

und Fehler !Mm[f] — I[f” < :LaHf”H[a,b}hz.

2
Ton[f] bendtigt m + 1 Funktionsauswertungen, Sy,[f] 2m + 1 und M,,[f] genau m.

Sei Q1[f], Q2[f], Q3[f], ... ein beliebiges Quadraturverfahren, und die Anzahl der Funkti-
onsauswertungen fiir Q,,[f] sei durch C'm mit einem C’ > 0 nach oben abschétzbar. Gibt es
dann fiir a > 0 eine Konstante C, > 0, so dass

|Qunlf] = I[f]] < Coam™

fiir eine geeignete Funktionenklasse, so hat das Quadraturverfahren mindestens die Konsis-
tenzordnung «. Das bedeutet: Verdoppelt man die Anzahl der Funktionsauswertungen, so
reduziert sich der Quadraturfehler um den Faktor 27¢.

Daraus ergibt sich sofort mit den angegebenen Fehlerformeln: Das Trapez- und Mittel-
punktverfahren haben fiir C2-Funktionen Konsistenzordnung 2, wihrend das Simpsonverfahren
fiir C4-Funktionen Konsistenzordnung 4 besitzt. Erfiillt ein stetiges f nicht diese Voraussetzun-
gen, so konvergieren alle drei Verfahren noch immer gegen das Integral, aber die Konvergenz
wird i.a. deutlich langsamer sein. Ganz wesentlich ist, dass der Exaktheitsgrad des zusam-
mengesetzten Verfahrens nicht grofser ist als in der urspriinglichen Regel.

Die analytische Aussage T,,[f] — I[f] hilft numerisch wenig weiter, weil wir ja nicht
beliebig kleine h = (b — a)/m einsetzen koénnen; das wiirde den Rechenaufwand in die Hohe
treiben und Stabilitdtsprobleme mit sich bringen. Statt dessen kann man T,,[f] fiir einige h
ausrechnen und dann eine Extrapolation auf A = 0 vornehmen. Dazu muss man das Verhalten
des Quadraturfehlers R(h) = T,,[f] — I[f] kennen, und genau dies leistet die Euler-Maclau-
rinsche Summenformel

k
Talf| = 171 2o 4 oua (W it 0w () = Gt 0= )6

By;
(20)!

mit einer Funktion f € C%*2([a,b],R), den Bernoullizahlen B, und einem &, € (a, b).

Das Trapezverfahren ist extrem leistungsstark fiir (b — a)-periodische Funktionen. Dann
gilt o; = 0 fiir alle i = 1,..., k, und der Quadraturfehler kann mit |T,,[f] — I[f]| = O(h**2)
abgeschétzt werden. Ist f sogar eine C*°-Funktion, dann konvergiert T,,[f] — I[f] schneller
als jede Potenz.

Wir geben nun natiirliche Zahlen mg < m; < ... < m,, vor, woraus hg > h; > ... > h,
folgt, und berechnen die Trapezsummen T),,[f] fiir ¢ = 0,...,n. Dann wird der Neville-Ait-
ken-Algorithmus in der Form

(FE D) - 2 V@) Vi=1,....k

und o; =

Tio = T, [f] Vi=0,...,n,

Tig1 k-1 —Tig-1

T =Tiv1 -1+ (s i) = 1
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Richardson-Extrapolation auf Schrittweite 0 genannt. In Tg, kommt nédmlich das Polynom,
das die Daten (h?,T,,,[f]) fiir i = 0,...,n interpoliert, ausgewertet an der Stelle 0 zuriick.
Der Algorithmus heifst dann Romberg-Quadratur, und die Tj; bilden das Romberg-Tableau.

Durch die Romberg-Quadratur wird tatsdchlich der Exaktheitsgrad grofer als er bei der
Trapezregel ist. Wir betrachten die Funktion f:[0,1] — R mit f(z) = 2% und exaktem
Integral I[f] = 1/3. Ferner wahlen wir mgp = 1 und m; = 2, d.h. hp = 1 und hy = 1/2, und
berechnen

Tmo[f]:ho<@+@> :%, Ty, [f] :h1<@+f(%> +@> :g

Beide Nédherungen sind nicht exakt, weil die Trapezformel nur Exaktheitsgrad 1 besitzt. Fir
das Romberg-Tableau gilt dann
1 3 T19 — Too 1
Tw==, Two=>, Ton=To+—m 0 ——
0 = 5 10=g 01 10 o/l )2 —1 3
d. h. das Ergebnis T7¢ der Romberg-Quadratur ist exakt.
Nun suchen wir Quadraturformeln, die einen hoéheren Exaktheitsgrad besitzen als die
Newton-Cotes-Formeln. Wir wissen bereits, wie wir zu gegebenen Knoten die Gewichte opti-
mal wahlen miissen, und wir wissen auch, dass bei n+ 1 Knoten der Exaktheitsgrad hochstens

2n + 1 sein kann. Wie zuvor betrachten wir wieder tg, < t1, < ... < tun, eine Funktion
f € C**2([ton, tan), R) und definieren

n

Pons1 () = 2 (F(tin) (1 = 261, (tin) (= tin)) + F (i) (¢ = i) ) i ()2

=0

Dann erfiillt po, 11 eine Hermite-Interpolation, d. h. es gilt

Pont1(tin) = [(tin),  Popyr(tin) = f'(tin) Vi=0,...,n,

o £,
Pont1 € Honpr und  f(t) = panta(t) = (2n+2)1

wn+1(t)2 .
Wir konstruieren nun eine Quadraturformel, eine sog. Hermite-Quadratur, indem wie statt
f das Polynom ps,, 11 integrieren, und erhalten

b n n
Hn[f] = / p2n+1(t) dt = Z ainf(tin) + Z anf/(tzn)
a i=0 i=0

b b
mit oy, = / (1 - 25;,n(tm)(t - 752'n))£i,n(75)2 dt und By, = / (t - tin)gi,n(t)2 di.

Diese Quadraturformel ist i.a. unbrauchbar, weil man die Ableitung von f auswerten muss.

Das Ziel ist es nun, die Knoten tg,,...,t,, derart zu wahlen, dass die (;, allesamt 0
werden. Wegen «;,, = f: €,~7n(t)2 dt — 2€;m(tm)ﬂm sind dann alle Gewichte «;, positiv, und die
Quadraturformel hat mit n 4+ 1 Knoten den maximal moglichen Exaktheitsgrad 2n + 1. Mit
einer Darstellung fiir ¢; ,, erhalten wir

' |
ﬁ / wn-l—l(t)gim(t) dt =0

/
wn—l—l

Bin =
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und interpretieren dieses Ergebnis im Folgenden.
Zunéchst stellen wir fest, dass auf dem Vektorraum C([a, b}, R) durch

b
f. 9) 2y = / f@)g(x)de Vg €C(lab.R)

ein Skalarprodukt definiert ist, das sog. £2-Skalarprodukt.

Insbesondere ist es ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum R|z|, und fiir jedes Skalar-
produkt (-, -) auf diesem Polynomraum gilt: Fiir jede Folge cg, ¢, c,... von 0 verschiedener
reeller Zahlen gibt es genau eine Folge qg, q1, g2, ... von Polynomen, so dass g ein Polynom
vom Grad k mit Leitkoeffizient ¢ ist und g L Ty gilt, d.h. (gx,p) = 0 fiir alle p € ITj_4.
Dann heifst ¢ das k-te Orthogonalpolynom beziiglich (-,-), und es ist bis auf ein skalares
Vielfaches eindeutig definiert. Das Polynom ¢ besitzt k paarweise verschiedene reelle Null-
stellen, die allesamt im Innern von [a, b] liegen. Die Polynome kénnen beispielsweise mit dem
Gram-Schmidt-Verfahren bestimmt werden.

Die Forderung (;, = 0 fir alle ¢ = 0,...,n ergibt nun, dass w,y+1 € II,+1 beziiglich
des £2-Skalarprodukts senkrecht auf jedem i, € II,, stehen muss. Da aber {{y,,..., 000}
eine Basis von II,, ist, muss w,+1 auf dem ganzen I1,, senkrecht stehen, d.h. es muss bis auf
eine Konstante mit dem (n 4 1)-ten Orthogonalpolynom iibereinstimmen. Wir nennen die
Quadraturformel

n b b
Gn [f] = Z ainf(tin) mit oy = / Ei,n(t) dt = / fi,n(t)2 dt,
=0 a a

in der die Knoten tg,,...,ty, die n + 1 paarweise verschiedenen Nullstellen des (n + 1)-ten
Orthogonalpolynoms zu einem Skalarprodukt (-,-) auf C([a,b],R) sind, die Gauk-Quadratur
zu (-,-). Diese besitzt als einzige den maximal moglichen Exaktheitsgrad, und alle Gewichte
sind positiv.

Die Orthogonalpolynome beziiglich des £2(—1,1)-Skalarprodukts mit einer bestimmten
Normierung heifsen Legendre-Polynome Py. Es gilt Py(z) = 1 und P;(z) = z, und die weiteren
Polynome kénnen mit der Rekursionsformel

(k+1)Pir1(x) = 2k + 1)aPy(z) — kPy—1(z) VkeN

bestimmt werden. Die Gauk-Quadratur G, [f], die das Legendre-Polynom P, 1 benutzt, heifst
Gauf-Legendre-Formel. Fiir n = 0 ergibt sich die Mittelpunktregel Go[f] = M[f] = 2£(0), fiir

n =1 und n = 2 erhalten wir

1 1 5 3 8 5 3
n=1(-55)+1(2). @in=pr(-f2) +sro+ 2(4)2)
Seien nun J C R ein (moglicherweise unbeschréinktes) Intervall und w: J — R eine
Funktion (Gewichtsfunktion), so dass (-, ) : Rlz] x R[z] = R gegeben durch

(0, @) = (0 Qw = /Jp(w)Q(w)w(x) dz Vp,q € Rlz]

ein Skalarprodukt auf R[z] ist. (Notwendigerweise muss w z.B. Riemann-integrierbar und
nicht-negativ sein.) Zu jedem Skalarprodukt (-,-),, gehort dann ein System von Orthogonal-
polynomen sowie eine Gauf-Quadratur. Wir geben drei Beispiele:
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Fiir J = (—1,1) und w(t) = (1 — t?)~%/2 ergeben sich die Tschebyscheff-Polynome Tj. Es
ist To(x) = 1 und T} () = z, sie erfiillen die Rekursionsformel Ty (z) = 22Ty (x) — Tx—1(x),
und es gilt Ty(z) = cos(k arccos x) fiir z € [—1,1]. Fiir J = [0,00) und w(t) = e ergeben
sich die Laguerre-Polynome L. Es ist Lo(x) = 1 und Li(x) = —z + 1, und sie erfiillen die
Rekursionsformel (k+41)Ly41(2) = (2k+1—2) Ly () — kLj_1 (z). Fiir J = R und w(t) = e’
ergeben sich die Hermite-Polynome Hy. Es ist Hyo(x) = 1 und H;(z) = 2z, und sie erfiillen
die Rekursionsformel Hy1(x) = 2eHy(x) — 2kHy—1(x).

3.5 Zusammenfassung

Bei der Interpolation werden gegebene Punkte durch geeignete Funktionen ,yerbunden. Wir
betrachten nur die Polynominterpolation und geben dazu n + 1 paarweise verschiedene reelle
Stiitzstellen tg,...,t, vor. Fiir jedes ¢ = 0,...,n geben wir m; + 1 Werte yi(o), ... ,y,-(mi) VOr.
Dann gibt es ein eindeutiges Polynom py, € II,, fir m = Y7 ;m; + n, so dass

W) =y® VE=0,... m; Vi=0, .. ,n.

Fiir m; = 0 fiir alle ¢ erhalten wir die gewohnliche Interpolationsaufgabe. Dann ist m = n,
und p,, kann als

pu(t) = et = yilin(t) =D yiwilt)
=0 =0 1=0

geschrieben werden. Die erste Darstellung ist beziiglich der Standardbasis, und zur Berechnung
der ¢; muss eine moglicherweise schlecht konditionierte Vandermonde-Matrix invertiert werden.
Bei der Lagrange-Darstellung sind die Koeffizienten trivial, allerdings ist die Basis hésslich. Bei
der letzten Darstellung mit der Newton-Basis konnen die Koeffizienten ~; effizient mit einem
Neville-Aitken-Algorithmus berechnet werden. Die letzte Darstellung ist insbondere auch fiir
den allgemeinen Fall (m; > 0) gut geeignet.

Die Konvergenzeigenschaften der Interpolationspolynome mit wachsendem n beispielswei-
se gegen eine gegebene stetige Funktion sind schlecht. Deshalb verwendet man zur graphischen
Darstellung hiufig kubische Splines, um die Punkte zu verbinden. Auch hier wird ein Glei-
chungssystem fiir die Momente s”(t;) gelost; dieses ist allerdings unabhéngig von der Wahl
der Stiitzstellen gut konditioniert.

Die Polynominterpolation ist grundlegend fiir die Konstruktion von Quadraturformeln, die
Integrale stetiger Funktionen approximieren sollen. Fithrt man auf [a, b] Aquidistante Knoten
a=ty<---<t,=>ein und ersetzt in f; f(t)dt das f durch das Interpolationspolynom, so
entsteht die n-te Newton-Cotes-Formel. Fiir n = 1 bzw. n = 2 nennt man sie Trapez- bzw.
Simpsonregel.

Wegen der schlechten Konvergenzeigenschaft sind grofse n nicht geeignet; statt dessen
unterteilt man [a,b] zunédchst in m Teilintervalle, um auf jedem Intervall eine Newton-Cotes-
Formel zu verwenden. Dadurch entstehen Quadraturverfahren, die fiir m — oo tatséchlich
gegen das Integral konvergieren.

Benutzt man fiir paarweise disjunkte tg,...,t, € (a,b) die Hermite-Interpolation, d.h.
m; = 1, so entsteht eine Quadraturformel als Linearkombination von f(to), ..., f(ta), f'(to),

.., f'(t5). Die Koeffizienten vor den Ableitungen kénnen durch geeignete Wahl der t, ..., t,
zu 0 gemacht werden. Dann entsteht die Gaul-Quadratur mit maximalem Exaktheitsgrad.
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

Seien D C R™ und F,G: D — R"™ zwei Abbildungen. Dann interessieren wir uns fiir zwei
Problemstellungen: Finde eine Nullstelle € D von F, d.h. F(z) = 0 (Nullstellenproblem).
Finde einen Fixpunkt Z € D von G, d. h. G(Z) = & (Fixpunktproblem). Wir werden sehen, dass
sich die Probleme ineinander tiberfiilhren lassen. Die auftretenden Fragestellungen beziehen
sich auf die Existenz, die Eindeutigkeit sowie die Algorithmen zur numerischen Bestimmung
solcher Nullstellen und Fixpunkte.

4.1 Fixpunktsitze und sukzessive Substitution

Seien (X, ||-||x) und (Y, ||-|ly) zwei normierte Réume und D C X. Eine Abbildung G: D — Y
heift Lipschitz-stetig (auf D), wenn eine Konstante L > 0, die Lipschitz-Konstante, derart
existiert, dass

HG(l‘l) — G(ZEQ)HY < LHl‘l — :EQHX \V/LUl,xQ eD

gilt. G heifit kontrahierend oder eine Kontraktion, wenn L < 1 moglich ist; L heifst dann auch
Kontraktionskonstante.

Ist G Lipschitz-stetig, so ist G gleichméfbig stetig (wihle § = ¢/L > 0 zu vorgegebenem
e > 0), d.h. insbesondere stetig. Bekanntermafen ist die Wurzelfunktion = — /x auf [0, 1]
stetig und auch gleichméfig stetig, da [0, 1] kompakt ist. Sie ist nicht Lipschitz-stetig auf [0, 1],
wohl aber auf jedem [a, 1] mit a > 0. Sie ist kontrahierend auf jedem [a, 1] mit a > 1/4.

Die Tatsache, ob eine Abbildung Lipschitz-stetig ist, ist unabhingig von der Wahl der
Normen, wenn die Rdume endlich-dimensional sind, wovon wir im Folgenden immer ausgehen;
das liegt einfach an der Norméaquivalenz. Der Wert von L jedoch hingt natiirlich von der Norm
ab, insbesondere die Fragestellung, ob L < 1 gewédhlt werden kann und die Abbildung daher
kontraktiv ist.

Seien (R™, ||||x) und (R™,||-||y’) zwei normierte Rdume und D C R"™ konvex und kompakt
(also abgeschlossen und beschriinkt), und wir betrachten eine Abbildung G € CY(D,R™).
Die Differenzierbarkeit von Abbildungen ist zunédchst nur auf offenen Mengen definiert; wir
definieren hier etwas salopp fiir abgeschlossenes D C R"

C'(D,R™) = {G € CHD°,R™) | 9;Gy: D° — R™ ist stetig fortsetzbar auf OD} .

Stetig fortsetzbar bedeutet: Es gibt eine stetige Funktion Fjp: D — R mit 0;Gy = Fik|pe.

(Wer es genauer wissen mochte: Diese Definition hinkt daran, dass D° leer sein kann: Man
betrachte Z x Z C R? abgeschlossen oder auch die kompakte Einheitskreislinie S* C R2.
Das Innere ist jeweils leer, und auf der ersten diskreten Menge mochte man sicherlich keine
Differenzierbarkeit definieren. Die sinnvolle Forderung ist D = D°, d. h. die Menge ist der Ab-
schluss ihrer inneren Punkte; dies ist bei den beiden Beispielen nicht der Fall. Sinnvollerweise
definiert man also andersherum: Ist {2 C R"™ ein Gebiet (also offen und zusammenhéngend),
dann gehort eine Funktion f: 2 — R zu C*(£2), wenn f|, eine C*(£2)-Funktion ist und alle
Ableitungen von f|q bis zur Ordnung k stetig auf §2 fortgesetzt werden konnen.)

Zuriick zu G € CY(D,R™) mit D C R" konvex und kompakt. Dann ist G Lipschitz-stetig,
und fiir die Lipschitz-Konstante gilt

L = max| & (@) .y,
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Darin bezeichnet G'(z) = Jg(z) die in Numerik héaufig so geschriebene Ableitung (Jacobi-
matrix) von G und || - ||(x,y) die von den Normen || - ||x und | - [|y induzierte Matrixnorm
(lub-Norm). Der Beweis benutzt trivial den Schrankensatz aus AmV.

Seien || - || eine Norm auf dem R™, D C R"™ und G: D — R". Ist dann D nicht-leer und
abgeschlossen sowie G eine Selbstabbildung, d.h. G(D) C D, und eine Kontraktion beziiglich
| - || mit Konstante ¢ < 1, so gilt der Banachsche Fixpunktsatz, der sagt: G besitzt genau
einen Fixpunkt z € D, also G(Z) = &, und fiir jeden Startwert xg € D konvergiert die durch
die Fixpunktiteration

Ty1 = G(a:k) VE € Ng

definierte Folge (zj)r in D gegen Z. Man spricht daher von globaler Konvergenz.
Es gelten die drei folgenden fundamental wichtigen Abschétzungen: Die Konvergenz der
Folge (xj)k ist monoton, d. h.

1Z — zkll < qllZ —zpa]] VEEN,

d. h. jedes Folgenglied liegt ndher am Fixpunkt als das vorige. Die a-priori-Abschatzung

Hxl —xo“ VkeN

_ q
T — x| <
= el < 7

macht eine Aussage liber den Fehler der k-ten Iterierten zp, wenn nur die erste Iterierte xq

berechnet wurde, wiahrend die a-posteriori-Abschitzung

q

12 —apll < T llzk — 21l VEEN
ihren Fehler schéitzt, wenn sie schon berechnet wurde.

Als Beispiel seien D = [0,1] und G: D — R gegeben durch G(z) = 23/10 4 1/2. Dann ist
D nicht-leer und abgeschlossen, und aus der Monotonie von G mit G(0) = 1/2 und G(1) = 3/5
folgt, dass G eine Selbstabbildung ist. Ferner gilt

3 3 2 2
21y 1 |2 +ay+ P 3
_ — |4y - _Z _Z 1 T NI el < e —
|G@) - GW)l=|55+5 15 3 oyl s gle vl

d.h. G ist eine Kontraktion mit Konstante ¢ = 3/10. Man hétte auch ¢ = sup,cp G'(z) =
SUP,e[0,1] 322/10 = 3/10 rechnen konnen. Man erhilt z. B. die Folge

41 2628921

41 _ _ 202098 0513461133,
500 =G =550000 © 0

l‘():%, :ElzG(l‘o):

Die Funktion G: [a,b] — R besitze einen Fixpunkt Z € (a,b) und sei in einer Umgebung
von T stetig differenzierbar. Ist dann |G'(Z)| < 1, so gibt es ein € > 0 mit der Eigenschaft:
Die durch die Fixpunktiteration z; = G(xk_1) definierte Folge (x)r konvergiert fiir jeden
Startpunkt g € [T — &, T + ¢] gegen T. Dieses Verhalten nennt man lokale Konvergenz.

Im gerade genannten Fall, d. h. wenn |G'(Z)| < 1 gilt, heift Z ein anziehender oder attrak-
tiver Fixpunkt von G. Im entgegengesetzten Fall |G'(Z)| > 1 nennt man Z abstofend oder
repulsiv.

Interessant ist das Verhalten der Fixpunktiteration fir G: [0,1] — R mit G(x) = az(1—z),
wobei a € R ein Parameter ist. Man zeigt leicht, dass G genau dann eine Selbstabbildung
ist, wenn a € [0,4] gilt. Diese Gleichung wird logistische Gleichung oder Verhulst-Modell
genannt. Die Fixpunktgleichung G(Z) = z hat die Losungen £ = 0 und Z = 1 — 1/a, und
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es gilt G'(1 — 1/a) = 2 — a. Fir a > 3 oszilliert die Fixpunktiteration zwischen mehreren
H&ufungswerten, und es gibt auch Bereiche fiir a, in denen das Verhalten chaotisch ist.

Sei nun o(7T') der Spektralradius einer Matrix 7' € R™*". Dann gilt o(7") < ||T| fiir jede
Matrixnorm || - ||, die mit einer Vektornorm vertraglich ist. Beweis: Sei v € C™ ein normierter
Eigenvektor zum Eigenwert A € C mit |A| = o(7"). Dann gilt

o(T) = [Al = Aol = [l = [[Tv]| < [IT] ol = 171 -

Ferner gibt es im Fall o(T") < 1 eine vertragliche Matrixnorm || - ||, so dass auch ||T']| < 1.

Die Abbildung G: D — R"™ mit D C R"™ besitze einen Fixpunkt Z € D° und sei in einer
Umgebung von T stetig differenzierbar. Ist dann o(G'(Z)) < 1, so gibt es ein € > 0 mit der
Eigenschaft: Die durch die Fixpunktiteration z; = G(z;_1) definierte Folge (x); konvergiert
fiir jeden Startpunkt xp € U.(Z) gegen Z. Dies ist die lokale Konvergenz von Abbildungen in
mehreren Variablen.

Wir haben nun genug iiber Voraussetzungen fiir die (in der Regel nur lokale) Konvergenz
gegen einen Fixpunkt gesagt; numerisch ebenso wichtig ist die Konvergenzgeschwindigkeit.
Wie verhilt sich also der Fehler ||z — Z|| fiir wachsendes k7 Dazu betrachten wir zunéchst
eine nicht-negative reelle Nullfolge (ag)g.

Wir nennen p > 1 die Mindestkonvergenzordnung von (ag)g, falls

dkge N VEk>kgy: ak+1§CaZ

mit einer Konstanten C' € (0,1) falls p = 1 bzw. C > 0 falls p > 1. Bei p = 1, p = 2 bzw.

p = 3 sagen wir, die Folge konvergiere mindestens linear, quadratisch bzw. kubisch gegen 0.
Hat (ay)x die Mindestkonvergenzordnung p > 1, dann definieren wir

ak+1

Qp = limsup —;
k—oo  Qp

< 00

und nennen dies die (asymptotische) Konvergenzrate von (ay)i. Gilt @, = 0, so sagen wir bei
p=1,p=2bzw. p= 3, die Folge konvergiere mindestens superlinear, superquadratisch bzw.
superkubisch gegen 0.

Hat (ag)r die Mindestkonvergenzordnung p > 1 mit (), > 0, so hat sie die Konvergenzord-
nung p. Bei p =1, p =2 bzw. p = 3 sagen wir, die Folge konvergiere linear, quadratisch bzw.
kubisch gegen 0.

Wir werden dies auf ein Iterationsverfahren an und definieren: Eine Fixpunktiteration
z = G(xk_1) hat die Mindestkonvergenzordnung p > 1, falls alle Folgen (||zx — Z||), die mit
einem Startwert zg gestartet wurden, fiir den zp, — Z gilt, die Mindestkonvergenzordnung p
haben. Je grofier p ist, desto schneller ist die Konvergenz. Bei gegebenem p ist die Konvergenz
um so schneller, je kleiner @), ist. Damit erhalten wir sofort: Jede Iteration, die auf dem
Banachschen Fixpunktsatz beruht, konvergiert mindestens lokal linear.

Allgemeiner gilt: Seien p € N, G € CP([a,b],R) und & € (a,b) mit G(Z) = Z ein Fixpunkt.
Ist dann |G'(Z)| < 1 falls p = 1 bzw. GW(z) = 0 fiir alle i = 1,...,p — 1 und GP)(Z) # 0
falls p > 2, so hat das von G erzeugte Iterationsverfahren die lokale Konvergenzordnung p mit
Konvergenzrate Q, = |G®) (z)|/p.

4.2 Newton-Verfahren und Varianten davon

Von einem gegebenen F € C!([a,b],R) suchen wir eine Nullstelle, also ein z € [a,b] mit
F(z) = 0. Zu einem gegebenen xy € [a,b] definieren wir x4, als Nullstelle der Tangente ¢
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an F in xj. Mit der Tangentengleichung tx(z) = F(xy) + F'(xy)(xz — x1) erhalten wir aus der
Forderung ¢ (zg+1) = 0 das Newton-Verfahren

_ F(ar)
F'(zy,)

=G(zr) YkeNyg mit G(z)=uz-—

Th+1 = Tk

Darin ist xg eine geeignete Startndherung.

Das Newton-Verfahren ist in der Praxis das Verfahren fiir nichtlineare Gleichungen. Dies
ist in dem folgenden Satz begriindet: Hat F' € C?([a,b],R) eine Nullstelle Z € (a,b) und gilt
F'(z) # 0 fiir alle z € [a, b], so konvergiert das Newton-Verfahren mindestens lokal quadratisch
gegen T, d. h. es gibt eine Konstante C' > 0 und ein € > 0, so dass

|2py1 — 2| < Clag — 2|* Vap € U(Z) N [a,b].

Wird F € C? zu F € C! abgeschwiicht, so konvergiert das Newton-Verfahren noch mindestens
lokal superlinear.

Das Newton-Verfahren konvergiert sehr schnell, wenn die Startnéherung xg hinreichend gut
war, und divergiert moglicherweise, wenn das xy ungiinstig gewéhlt wurde. Zur Bestimmung
von zy ist das Bisektionsverfahren niitzlich: Seien F' € C([a,b], R) mit F'(a)F(b) < 0; letzteres

sichert die Existenz einer Nullstelle. Dann definieren wir [ag, bg] = [a, b] und rekursiv
fii 0
— + by, and  [aps s, biss] = lak, mi] iix flag)f(mg) <0, vk e Ny,
2 [y, by]  fiir f(my) f(bx) <O

Das Intervall wird also sukzessive halbiert und mit derjenigen Halfte weitergearbeitet, die eine
Nullstelle enthalt.

Seien F € C'([a,b],R) mit einer Nullstelle Z € [a,b] und F’" monoton, und sowohl der
Startwert g als auch die erste Iterierte z1 = xo— F(z0)/F’(x0) liege in [a, b]. Dann konvergiert
das Newton-Verfahren ab der Iterierten x; monoton gegen Z, d. h. es gilt & < zp,1 < ) oder
T < Tpe1 < T fiir alle k£ € N.

Definieren wir speziell F(z) = 2™ — a fiir m € N und a > 0, so hat F' eine einfache
Nullstelle bei & = %/a. Das auf diese Funktion angewandte Newton-Verfahren

1 a
T =(1- —)x —gl-m
k+1 < ) Tk + Tk

heifst dann Heron-Verfahren zur Approximation der m-ten Wurzel. Der Startwert kann auch
problemlos komplex gewahlt werden, um die anderen komplexen Nullstellen zu finden.

Seien nun F € CP([a,b],R) und Z € (a,b) eine p-fache Nullstelle von F, d.h. F(z) =
F'(z) =...= F®1)(z) = 0 und F®)(z) # 0. Dann konvergiert das Newton-Verfahren lokal
linear gegen Z mit der Konvergenzrate @Q; = 1 — 1/p. Fiir eine CPT!-Funktion F kann dieses
Ergebnis verbessert werden, indem man zur Iteration

F(zy)
“PE ()

iibergeht. Dieses modifizierte Newton-Verfahren ist optimiert auf p-fache Nullstellen, denn es
konvergiert wieder mindestens lokal quadratisch.

Das Auswerten der Ableitung kann verbilligt werden: Eine Moglichkeit ist, den Term F'(xy)
durch F’(xo) zu ersetzen. Nach K Schritten wird dann mehrere Male F'(z ) benutzt, usw.
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Eine andere Moglichkeit ist, die Ableitung in jedem Schritt durch einen Differenzenquotienten
zu ersetzen. Dann erhélt man das Sekantenverfahren
L
Tky1 = Tk — F(azk) — F(-Z'k—l)

Tl — Tk—1

VkeN,

das zwei Startwerte xy und z; bendtigt. Unter entsprechenden Voraussetzungen konvergiert
es lokal mit der Ordnung des Goldenen Schnitts, also (v/5 + 1)/2 ~ 1,62.

4.3 Das Newton-Verfahren fiir Systeme nichtlinearer Gleichungen

Hier sei nun D € R™ und F € C'(D,R"™). Wieder suchen wir eine Nullstelle, also ein Z € D
mit F(Z) = 0. Die eindimensionale Formel motiviert sofort das mehrdimensionale Newton-
Verfahren

gkt = g(k) _ F'(x(k))_lF(x(k)) Vk e Ng,

worin F'(z) die Ableitung (Jacobimatrix) von F in z € D und 2(® € D ein Startwert ist.
(Die Iterationsindizes schreiben wir hier oben in Klammern.)
Um die Matrixinversion zu vermeiden, 16st man in der Regel zunéchst das lineare Glei-

chungssystem
F/(a:(k))Ax(k) = —F(x(k))

nach dem sog. Newton-Inkrement Az*) € R" und aktualisiert dann

c® D = B L Az®)

Unter einer gewissen Lipschitz-artigen Bedingung an die Ableitung F’ konvergiert auch das
mehrdimensionale Newton-Verfahren mindestens lokal quadratisch gegen die Nullstelle.

4.4 Zusammenfassung

Seien D C R™ abgeschlossen und G: D — D eine Kontraktion mit Konstante ¢ < 1 beziiglich
einer Norm || - ||, d. h.

|G(z1) — G(x2)|| < qllw1 — 22| Var,22€D.

Dann sagt der Banachscher Fixpunktsatz, dass es genau ein £ € D mit G(z) = Z gibt und
dass G*(xz¢) — Z fiir k — oo fiir jeden Startpunkt zg € D. Diese Konvergenz ist monoton,
und die k-te Iterierte zj erfiillt eine a-priori- und eine a-posteriori-Abschitzung.

Ist G: [a,b] — R in einer Umgebung um einen Fixpunkt Z stetig differenzierbar, so ist
T anziehend, falls |G'(Z)| < 1, und abstofend, falls |G'(Z)| > 1. Im ersten Fall liegt lokale
Konvergenz vor. Fiir eine Abbildung G: D — D mit D C R" heifst ein Fixpunkt Z anziehend,
falls o(G'(z)) < 1 erfiillt ist.

p > 1 heifst Mindestkonvergenzordnung einer nicht-negativen Nullfolge (ag)g, falls agiq <
Ca}, fiir hinreichend grofe k und einer Konstanten C' > 0. (Bei p = 1 muss C < 1 sein.)
Qp = limsup ayy1/ay, heifst die zugehorige Konvergenzrate. Damit kann die Konvergenz von
||z — || untersucht werden.

Das wichtigste Verfahren, um eine Nullstelle einer nichtlinearen Funktion F' zu finden, ist
das Newton-Verfahren. In einer Dimension lautet es

F(xy)
F'(xg)

Tht+1 = Tk —
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Bei einer einfachen Nullstelle konvergiert es unter schwachen Zusatzvoraussetzungen lokal

quadratisch. Das ist sehr gut, problematisch hingegen kann das Auffinden einer geeigneten

Startndherung xg sein. In einer Dimension kann man dazu das Bisektionsverfahren verwenden.
Bei einer Abbildung F': D — R" lautet das Verfahren entsprechend

2R+ (k) F/(x(k))_lF(x(k)) ,

Es besitzt analoge Eigenschaften wie das in einer Dimension.

5 Lineare Gleichungssysteme II

5.1 Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

Wie in Kapitel 1 suchen wir eine Losung & € R™ des linearen Gleichungssystems Ax = b
mit regulirer Matrix A € R™ ™. Die Strategie ist nun aber: Konstruiere eine Abbildung
G: R" — R" und spezifiziere die Menge der Startwerte (9, so dass die durch die sukzessive
Substitution 2(**1) = G(2(®)) definierte Folge (2(®))}, fiir k — oo gegen Z konvergiert.

Wir wihlen G(x) = Tz +r mit 7' € R™ " und r € R". Gilt dann o(T") < 1, so gibt es
eine Norm mit ||T']| < 1, G ist damit eine Kontraktion, besitzt genau einen Fixpunkt, und die
sukzessive Substitution konvergiert fiir jeden Startwert () gegen diesen eindeutigen Fixpunkt.
Die Konvergenz ist linear mit den Fehlerabschétzungen des Banachschen Fixpunktsatzes mit
q = o(T"). Man beachte den fundamentalen Unterschied der globalen Konvergenz im Vergleich
zur lokalen bei den nichtlinearen Gleichungen.

Selbstverstandlich miissen wir 7" und r in Abhéngigkeit von A und b so wéhlen, dass der
Fixpunkt von G gerade Z ist. Es muss also gelten z = G(z) =Tz +r,dh.r= (I —-T)z =
(I — T)A~'b; um r zu bestimmen, muss also die Matrix (I — T)A~! berechnet werden. Die
andere Bedingung ist natiirlich o(T") < 1. Beide Forderungen sind gewissermafen gegenliufig,
wie das folgende pathologische Beispiel demonstrieren soll: Wenn wir 7' = 0 wéahlen, dann ist
o(T) = 0 < 1 bestmoglich erfiillt, allerdings gilt (I — T)A~! = A~ d.h. zur Bestimmung
von r muss A invertiert werden. Das ist aber sinnlos, weil dann das Gleichungssystem bereits
gelost ware. Die Bedingung, dass r leicht berechnet werden kann, ist also schlechtestmdoglich
erfiillt.

Ein allgemeines Konzept ist die Zerlegung

ay 0 0 a2 -+ anp
A= - o -
. : . ) n_1n
Gnn Gp1 -+ QGpn-—1 0 0
=D—-F-—-F

in einen diagonalen, einen strikten linken unteren und einen strikten rechten oberen Anteil.
Wir setzen im Folgenden voraus, dass D invertierbar ist, d.h. dass a;; Z0 firi=1,...,n.
Beim Gesamtschrittverfahren bzw. Jacobi-Verfahren schreiben wir

b=Ar=D—-E-F)zt=Dz—(E+F)z = Dz=(E+F)z+b
— F=DNHE+F)Zi+D=Jz+r = 2% =720 1,
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mit dem Gesamtschrittoperator J = D~Y(E + F) und r = D~!'b. Es gilt

0 falls i =7, "L ag]
L= .. — 7 . _
(T)is % onst = T max{ Z Tl |7 L...,n
Qi i=1,i#j
n
aiil |
= HjHoo:maX{ > %‘Z:L...,n}.
j=1g#i "

Daraus folgt: || 7|j; < 1 ist genau dann erfiillt, wenn AT strikt diagonaldominant ist. Ahnlich
ist || J|leo < 1 ist genau dann erfiillt, wenn A strikt diagonaldominant ist.
In Komponentenschreibweise erhalten wir

LD .
- E ; L i=1,...,n.
x; a (b a]x > 7 n

J=1,j#i

Dies Formulierung motiviert die folgende Idee: Unter der Voraussetzung, dass das Gesamt-
schrittverfahren konvergiert, wird z;**t1) i a. eine bessere Naherung fiir Z; als x;®) sein.
Verwendet man also zur Berechnung von z;(**1 fiir j < ¢ die neuen x](kH) statt der xj(k), SO
entsteht das komponentenweise Einzelschrittverfahren bzw. Gaufi-Seidel-Verfahren

i—1 n
(k—l—l) (k+1) (k) .
L; a“<b _Z Zj:E Z aZJ:E] >, Z—l,...,n.

j=1 j=it1

Auch wenn dies in der Regel in einer Schleife komponentenweise implementiert wird, ist
die Matrixformulierung fiir die Theorie interessant. Es gilt

b=Az=(D—-FE—-F)z=(D—-E)x—-Fzx = (D—-E)x=Fz+b
— z=D-E)'"Fz+D-E) b=Hz+r = zF) =2z® 4,

mit dem Einzelschrittoperator % = (D — E)~'F und r = (D — E)~1b.
Damit erhalten wir: Ist A strikt diagonaldominant, dann gilt fiir den Einzelschrittoperator
‘H und den Gesamtschrittoperator J die Beziehung

[Hlloo < 1T Mlee <1,

d. h. beide Verfahren sind global konvergent. Hiufig kovergiert das Einzelschrittverfahren tat-
sachlich schneller, allerdings wird die Konvergenzrate der Verfahren durch o(H) und o(J7)
bestimmt, zwischen denen keine allgemeine Ungleichung gilt.

Ein wesentlicher Vorteil des Gaufs-Seidel-Verfahrens gegeniiber dem Jacobi-Verfahren zeigt
sich im folgenden Satz: Ist A positiv definit, so folgt o(H) < 1, d. h. fiir das Gauk-Seidel-Ver-
fahren liegt globale Konvergenz vor. Fiir das Jacobi-Verfahren gilt keine analoge Aussage.

Beide Verfahren konnen relaxiert werden, was die Konvergenzgeschwindigkeit erhchen
kann. Fiir ein w € [0, 1] setzt man

$§k+1) _ (1 ) (k) + = <b _ Za19$(k+1 Z awgpgk)> , 1=1,...,n

a;
u j=1 j=i+1
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fir das relaxierte Einzelschrittverfahren und

(h+1) _ *) .
1— “ - § . =1,
T, =1 -w)z,’ + ” (b a ]x ) i n

J=1,j#i

fiir das relaxierte Gesamtschrittverfahren. Fiir w = 1 entsteht das urspriingliche Verfahren,
fiir w = 0 bleibt man konstant bei #(?) stehen (sinnlos).

Abschliefsend soll ein ganz anderer Zugang diskutiert werden, um Az = b zu losen. Fiir
reelle Daten A und b definieren wir zunéchst das Funktional f: R™ — R durch

1
flx)==2TAz — bz,

2
Als Polynom zweiten Grades in x1,...,x, ist f beliebig oft stetig differenzierbar, und es gilt
0/() LY - be, S LTI § gpry Zbéw
axl 8%, jkl ’ jk 1 ’ jk 1 ’

_ . - B A (AT g
_§I;a,kxk+2j§_:laﬂ$j b2—2(A:17)2+2(A x); — b,

d .
Vi) = %(A + AT —b.

Gilt nun A = AT, d.h. ist A symmetrisch, so folgt daraus V f(z) = Az — b, und damit besitzt
f genau einen kritischen Punkt, ndmlich die eindeutige Losung des Gleichungssystems. Die
Hessematrix von f, also die Jacobimatrix von V f, ist in diesem Fall gerade A, d.h. f besitzt
ein Extremum, falls A (positiv oder negativ) definit ist.

Ist also A € R™*"™ symmetrisch und positiv definit, so kann das Gleichungssystem Ax = b
gelost werden, indem das angegebene Funktional f minimiert wird. Die Idee, das Minimum
von f zu finden, ist die folgende: Zu einem k-ten Iterationspunkt z(*) wird eine geeignete
Richtung p*) gewshlt und eine Schrittweite ¢; derart bestimmt, dass die Funktion ¢ : R — R
mit i (t) = f(z® + tp*)) in ¢;, ihr Minimum annimmt. Dann ist z*+D = 2®) 4 ¢,5*) der
neue Iterationspunkt, zu dem eine neue geeignete Richtung gewidhlt werden muss, die im
glinstigsten Fall linear unabhéngig zu den vorherigen ist.

Um das t; zu bestimmen, rechnen wir mit der Kettenregel

1 T
0= @;g(tk) =J; (x(k) + tkp(k))‘]tb—):v(k)—i-tp(k) (t) = (A(x(k) + tkp(k)) _ b> p(k)

p®TVf(2®)

_ k T (k ENT, (k _
= (Az® — ) "p® + (4p®) pt, =t =~ ST Ap(F)

Man beachte, dass der Nenner nicht null werden kann, weil A positiv definit ist. Die Bestim-
mung der optimalen Suchrichtungen ist schwieriger. Eine Moglichkeit ist, p*) = —V f (x(k)) zu
wahlen, d. h. jedesmal den steilsten Abstieg. Dies fiihrt auf das folgende Gradientenverfahren:
Fiir einen gegebenen Startvektor 2(?) € R™ iteriere iiber k € Ny die Anweisungen

PRI T(0)

Srapm e =t
p p

rk) = Az — b, p(k) = —T(k)7 ty = —
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Hier heift »*) das k-te Residuum. Natiirlich kann in diesem Algorithmus entweder p oder r
eliminiert werden; er dient lediglich der Vorbereitung fiir den néchsten Algorithmus.

Man rechnet leicht nach, dass das Residuum 7*) im k-ten Schritt senkrecht auf der Such-
richtung p*~1) des vorherigen Schritt steht, und zwar

pr=DTp®) — k=D (4500 _ ) = p=DT (4501 4 g4 Apk=D) _ p)

E-1)T,.(k—1

:p(k—l)T<T(k—1)_ pF= DTy )Ap(k—1)>
ph=DT Ap(k—1)

k=1)T,.(k=1) _ pr= D Tp(=1)

_ E—-1)T k—1)
= S gE? AT =0

Diese Eigenschaft ist unabhingig von der Art und Weise, wie p* 1) gewihlt wurde! Sie ist
vielmehr das Ergebnis der Wahl von t5_1.

Die neue Idee ist, die weiteren Suchrichtungen nach p(® = —r©) derart zu wéhlen, dass
p*+1) eine Linearkombination von #**1 und p®*) ist. Die Linearkombination soll so geartet
sein, dass sie f(x(kH) + tp(k+1)) minimiert. Dazu definieren wir y;: R — R durch

xk(B) = f (%D 4 t(—rlD) 4 gplh)))

und minimieren diese. Wir erhalten wieder mit der Kettenregel

!
0= x4(Br) = Jy (x(kﬂ) +t(—r* D 4 5kp(k))) I s kD) (1) 1 k) (Bk)
T
- ( A(g;(k“) + (=D 4 ka(k’)) _ b) #p(k)
— 1Az —p— tAr D 15 ApEN TR — 2 (— Ar (D) 4 gy Ap®N) T k)
da Az+1) —p =+ J p(k) Aufldsen ergibt schlielich

Pk Ay (kD)

Pr = PRIT Ap(k)

(k+1)

Fiir das so konstruierte p gilt ferner

(k)T gp(k+1)
(K)T g (k+1) _ (BT o[ _(k+1) (P AT 7 (k) _
P Ap =p A< T + ST A0 P ) =0.

Weil A symmetrisch und positiv definit ist, sind die Abbildungen
(u,v) 4 =uTAv  baw. ||lulla = v/ (u,u)4

ein Skalarprodukt bzw. eine Norm. Wir nennen « und v zueinander A-orthogonal oder A-kon-
jugiert, wenn (u,v)4 = 0 gilt, und schreiben u 1 4 v.

Mit dieser Vorarbeit formulieren wir nun das CG-Verfahren zum Ldsen eines Gleichungs-
systems mit symmetrischer und positiv definiter Matrix A € R"*". Fiir einen gegebenen
Startvektor 2(0) € R” setze

PO Z 4O 0 0
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und iteriere dann {iber £ € Ny die Anweisungen

k) (2
t, = Hr(ki)ng ) x(k'H) — x(k) + tkp(k) , r(k‘i‘l) — T(k) + tkAp(k) ,
HP( )”A
(k1) |2
o l i |2|2 7 (b+1) — _p(kt) | g (k)
13

bis das Residuum verschwindet (oder hinreichend klein ist).

Im Folgenden miissen wir noch die von der Herleitung abweichenden Formeln fiir ¢, r(**1)

und By, begriinden. Fiir die erste gilt klarerweise |92 = —p(®T7() nach Konstruktion, und
fiir k € N folgt

HT(k)H; — BT (k) — (5k—1p(k_1) _ p(k))Tr(k) = —pF)Tpk)
wegen p=1) 1 () Fiir die zweite gilt
rEHD) = Az = A(2® 1 1p®) — b= Az® — b4 1, Ap®) =8 g Apk)

Fiir die dritte zeigen wir zunéchst r®)T Ap*) = —||p®)||4: Fiir k = 0 gilt dies nach Konstruk-
tion, fiir k € N folgt

BT 4pE) = (5 ypE=1) — pIN)T 4p®) = _||p®)|2

wegen p~1) 1 4 p®). Damit ergibt sich

k)T, .(k BT, .(k k k) (|2 ||7”(k)||2 k)T k
PO T (k1) () (r()+tkAp( )):HT()H2+|Ip(’f)H%T() A():O’

d.h. #® 1 ¢+ Daraus folgt dann mit

(1) T (k+1) B () 4 ), ApR) ) T(k+1) B PR TR(41) | gy (BT gy (k1) _;
ERIE PRI ARG ‘

die dritte Formel.
Mit einer geeigneten Induktion kann man noch die Orthogonalitdten
p@ 1L p®) @ k) @) )

fiir ¢ < k zeigen. Insbesondere steht also () orthogonal auf allen r© . r(1 wovon sich
der Name CG = conjugate gradients ableitet. Da diese aber auch paarweise aufeinander ortho-
gonal stehen, folgt: Entweder ist ein (¥ = 0 fiir i € {0,...,n—1}, oder aber die r@ =)
bilden eine Orthogonalbasis des R und 7™ = 0. Ein verschwindendes Residuum bedeutet
aber, dass das Minimum gefunden wurde. Das CG-Verfahren findet also nach hochstens n
Schritten die Losung des Gleichungssystems und ist daher streng genommen kein Iterations-

verfahren. Bei exakter Arithmetik konvergiert es nicht gegen die Losung, sondern liefert sie
spatestens nach dem n-ten Schritt exakt.
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5.2 Die QR-Zerlegung
Wir nennen die Vektoren ¢1,...,q, € C™ ein Orthonormalsystem, wenn
(gi,qj) = q;q5=06;; V1<i,j<n.

Fir die Matrix @ = (q1,...,qn) gilt dann Q*Q = I € C™*™, und fiir m = n heiflt @ unitéar.
Die Menge der unitdren Matrizen bildet beziiglich Produkt eine Gruppe, und fiir unitdres U
gilt

1Ull2 = Vo(UU) = o(I) =1,

also auch condy(U) =1, und U ist eine Isometrie, d. h.
|Uz|ls = (Uz,Uz) = (x,U"Ux) = (z,x) = ||z||2.

Fiir m > n sei A € C™*™ mit maximalem Rang, d.h. Rang(A) = n. Das Paar (Q, R)
mit A = QR nennen wir eine QQR-Zerlegung von A, wenn die Spalten von @ € C™*" ein
Orthonormalsystem bilden und R € C™*" eine rechte obere Dreiecksmatrix mit positiver Dia~
gonale ist. Unter den angegebenen Voraussetzungen existiert diese Zerlegung und ist eindeutig
bestimmt. Gelegentlich wird auch @ € C™*™ unitdr und R € C™*" gefordert. Diese Version
kann man leicht konstruieren, indem man die Spalten von @) zu einer Orthonormalbasis des
C™ erganzt und bei R Nullzeilen anfiigt.

Die Matrix A*A € C™*™ ist hermitesch und wegen der Rangbedingung positiv definit, so
dass eine Cholesky-Zerlegung A*A = C*C existiert. Dann erfiillen Q = AC~! und R = C die
Forderungen an die Q R-Zerlegung. Das Zerlegen von A* A ist wegen conda(A*A) = conda(A)?
jedeoch schlechter konditioniert als das Zerlegen von A. Daher andere Vorgehensweise:

Fiir einen normierten Vektor v € C™ nennen wir die Matrix

Sy =1 —2vv* € C™*™

die Householder-Transformation zu v. Sie ist hermitesch und unitér, d.h. S, = S¥ = S, 1. Ist
(v,ug, ..., up) eine Orthonormalbasis von C™, so gilt S,v = —v und S,u; = u;, d.h. S, hat
einmal den Eigenwert —1 und (m — 1)-mal den Eigenwert 1. S, beschreibt eine Spiegelung
entlang v.

Das Householder-Verfahren spiegelt sukzessive die Spalten von A derart, dass die Eintrage
der k-ten Spalte unterhalb des k-ten Eintrags zu 0 werden. Zuerst wird also ein Vektor wvq
gewahlt, so dass die erste Spalte von S,, A ein Vielfaches von e; ist, danach ein Vektor v, so
dass die zweite Spalte von S,,S,, A eine Linearkombination von vy, vy ist. Nach n Schritten
ergibt sich

S, - O A=R.

Dies kénnen wir in A = QR mit Q = (S, - - - Sy,)* umschreiben.
Dieser Householder-Algorithmus ist stabil, wenn man ihn geeignet implementiert. Ist z. B.
ay; € C™ die erste Spalte von A, so miissen wir v; € C™ so wihlen, dass

Spya1 = (I —2v1v7)a; = a1 — 2(viar)vy = Kieg

fiir ein k; € C gilt. Anwenden der Norm liefert x1 = (1]|a1||2 mit |(;| = 1. Nachrechnen ergibt,
dass fiir { = +1

v1 = o (a1 F [lar]|2e1)
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mit einer Normierungskonstanten «; gewahlt werden kann. Das Rechenzeichen in ,F“ ist nur
fir die erste Komponente interessant. Um Ausloschung bei a11 F |Ja; |2 zu vermeiden, wéihlen
wir dasjenige Rechenzeichen, so dass a1; und F||a;||2 dasselbe Vorzeichen haben.

Im k-ten Schritt multiplizieren wir an die Matrix S,, , --- S5, A eine Householder-Trans-
formation der Form

Suy = <Ik0_1 52 ) mit G, € Ok
die nur noch auf der Restmatrix operiert.

Die QR-Zerlegung kann bei m = n auch zum Losen des Gleichungssystems Az = b be-
nutzt werden. Aus Rz = @Q*b kann durch Riickwértssubstitution das x bestimmt werden.
Q*b berechnet man einfach wihrend der Iteration mit. Der numerische Vorteil gegeniiber der
Gauf-Elimination ist, dass die unitdren Transformationen die Kondition der Matrizen erhal-
ten, denn conds(R) = condy (S, , -+ Sy, A) = condy(A). Damit ist der Losungsalgorithmus
mit der QR-Zelegung stabiler und kann auch fiir schlecht konditionierte Gleichungssysteme
benutzt werden, bei denen die Gauf-Elimination versagt.

Ist hingegen m > n, so ist das Gleichungssystem Az = b iiberbestimmt und hat im
Allgemeinen keine Losung. Dennoch liefert die QQ R-Zerlegung ein ,sinnvolles z € R™, namlich
dasjenige, das die Optimierungsaufgabe

min ||Az — bl|o

zeR™
16st. Dieses ist durch # = R™1Q%b gegeben, wobei in Q} und R; die ersten n Zeilen von Q*
und R stehen.

Ist m < n, so hat das Gleichungssystem Axz = b ,wahrscheinlich® viele Lésungen, und man
kann nach der Losung mit kleinster Euklidnorm fragen, also nach der Losung von

m]gl |z]l2 unter der Nebenbedingung Ax =1b
reR™

fragen. Hat A maximalen Rang, also Rang(A) = m, so ist die Minimalstelle eindeutig durch
T = A*(AA*)"1b gegeben. Auch dies kann numerisch stabiler mit der Q R-Zerlegung (diesmal
von A*) berechnet, und es gilt = Q1 R] *b, wobei in @1 und R} die ersten m Spalten von Q
und R* stehen.

5.3 Singuliarwerte und die Pseudoinverse einer Matrix

Nun seien m,n € N und A € R™*" vollig beliebig. Dann existieren unitiare Matrizen U =

(U1, .oy Upy) € R™™M OV = (v1,...,0,) € R™™ und eine Matrix X' € R™*", so dass A =
UXVT und: ¥ ist die Nullmatrix bis auf (X); = o; fir i = 1,...,p = min{m,n} mit
o1 > --- > o, > 0. Diese Zerlegung heifst eine Singuldrwertzerlegung von A, die o1,...,0p,

heifsen die Singuldrwerte, und u; bzw. v; heifst ein i-ter Links- bzw. Rechts-Singulédrvektor.
Dann gilt:

o Av; = oyu; und ATw; = oy, fiir allei =1,...,p.

o AAT besitzt als Eigenwerte die 02 und (m — p)-mal die 0.

o AT A besitzt als Eigenwerte die 02 und (n — p)-mal die 0.

)

Fiir die Singuldrwerte gelte oy > --- > 0, > 0,41 = -+ = 0, = 0. Dann hat A Rang 7,
und es gilt weiter:
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Bild A = span{uy, ..., u,} und (Bild A)* = span{u,,1,...,un}
Kern A = span{v,41,...,v,} und (Kern A)* = span{vy,...,v,.}.
A=Y ouvf.

I3 = oF und [ A[F = 375, oF.

Auch mit der Singuldrwertzerlegung kann das Minimierungsproblem mingcgn» ||Az — bl|2
gelost werden, und zwar unabhingig davon, ob m = n, m > n oder m < n. Nach etwas
Rechenarbeit, die wir hier auslassen wollen, kann man zeigen, dass das minimierende z € R"”
immer durch Z = A'b gegeben ist. AT ist dabei eine sog. Pseudoinverse von A.

Zu jeder Matrix A € R™*" gibt es genau eine Matrix X € R™*™, die die vier Moore-Pen-
rose-Bedingungen

AXA=A, XAX =X, (AX)T=4Xx, (xA)T=XxA4

erfiillt. Diese Losung wird mit A" bezeichnet und heifit die Moore-Penrose-Pseudoinverse zu A.
Sie ist eine Verallgemeinerung der gewthnlichen Inversen, denn ist A quadratisch und regulér,
so gilt AT = A~

Diese Pseudoinverse kann mit der Singularwertzerlegung bestimmt werden. Ist ndmlich
A=UXVT sogilt At = VXTUT. Darin entsteht XT, indem alle positiven Eintrige von X
durch ihre Kehrwerte ersetzt werden. Es gibt allerdings auch noch andere Verfahren, um die
Pseudoinverse zu berechnen.

5.4 Zusammenfassung

Ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit eindeutiger Losung & kann ebenfalls als Fixpunkt-
gleichung geschrieben werden. Wir zerlegen A = D — E — F' mit Diagonalmatrix D, strikter
unterer Dreiecksmatrix F und strikter oberer Dreiecksmatrix F'. Dann lautet das Jacobi-Ver-
fahren 2+ = 72 + Db mit Gesamtschrittoperator J = D_I(E + F) und das Gaufs-Sei-
del-Verfahren z**+Y = .z + (D — E)~'b mit dem Einzelschrittoperator H = (D — E)~'F.

Damit D bzw. D — E invertierbar ist, miissen die Diagonalelemente von A ungleich 0
sein. Strikt diagonaldominante Matrizen erfiillen diese Voraussetzung, und diese Eigenschaft
ist sogar hinreichend fiir die Konvergenz beider Verfahren.

Das CG-Verfahren ist das wohl beste Verfahren fiir symmetrische positiv definite Ma-
trizen. Mit einem beliebigen Vektor z(?) startend, minimiert es sukzessive das Funktional
f(z) = 2TAz/2 + bTx, dessen Minimalstelle die gesuchte Losung ist. Sind p(©@, ..., p =1 die
ersten k Suchrichtungen, die zueinander A-konjugiert sind, dann ist die k-te Iterierte z*) die
Minimalstelle von f|g,, wobei K} = ) 4 span(p@, ..., p*~1) ein affiner Raum ist. Die
Losung wird nach spétestens n Schritten gefunden, da K,, = R".

Der Vorteil des CG-Verfahrens ist neben der einfachen Implementation die Tatsache, dass
die Matrix A nicht verdndert wird. Die Matrix-Vektor-Produkts sind also insbesondere dann
sehr billig, wenn A schwach besetzt ist.

Der Householder-Algorithmus bestimmt die @ R-Zerlegung einer Matrix A € C"*™ mit
Rang n, indem er unitdre Matrizen sukzessive an A heranmultipliziert. Dadurch entsteht die
rechte obere Dreiecksmatrix R. Die Zerlegung besitzt drei Anwendungen: Ist m = n, dann
kann das Gleichungssystem Az = b auch mit schlecht konditionierter Matrix A gelést werden.
Ist m > n, dann kann eine sog. Kleinste-Quadrate-Losung T von Az = b bestimmt werden,
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die || Az — b||2 minimiert. Ferner kann die diejenige Losung von A*x = b berechnet werden, die
die Euklidnorm ||z|| minimiert.

Eine Singulirwertzerlegung von A € R™*" ist von der Form A = UXV™T, wobei U und V
unitér sind und X eine Diagonalmatrix mit nichtnegativen Eintrdgen, den Singuldrwerten von
A, ist. Mit ihr kann eine Pseudoinverse AT = VXTUT definiert werden. Dann 16st = Afb das
Minimierungsproblem min,egn || Az — bl|2.
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